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AVERTISSEMENT DE L’AUTEUR. 


Le Memoire qu’on va lire est I’un des deux que j’ai presentes a 
I’Academie des Sciences le 3i mai i83o. II renferme le developpement 
des principes que j’avais etablis dans les Exercices de MaLhematiqu.es 
et surtout dans le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, pour I’annee 
1829 (-). Mon absence, qui s’est prolongee pendant 8 annees, ayant 
retarde I’impression de ce Memoire, je le public, aujourd’hui tel que je 
le retrouve dans le manuscrit presnte , le 3i mai i83o, a I’Academie 
des Sciences, et paraphe a cette epoque par le Secretaire perpetuel 
M. Georges Cuvier. Toutefois, pour ne pas latiguer I’attention du 
lecteur, je supprimerai une grande partie des numeros places devant 
les formules et, pour eclaircir quelques passages, je joindrai au texte 
plusieurs notes placees, les unes au bas des pages, les autres a la suite 
du dernier paragraphe. Comme quelques notes de la premiere espece 
existaient deja dans le manuscrit, afin qu'on puisse facilement les 
distinguer des notes nouvelles, je marquerai celles-ci, quahd elles 
seront placees au bas des pages, par un asterisque. 

(') Preseal 6 a I’Academie des Sciences le 3i mai i83o. 

( 2 ) Voir le Tome XU de ce Bulletin, p. tio5 oL siiiv. (OEuvres de Cauchy, 8.11,1.11). 
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§ I- 

Soient 

p = nxs ■+■ I 

un nombre premier; 
n un diviseur de — i; 

9 une racine primitive de 

(,) • a;P=i; 

1 une racine primitive de 
( 2 ) 


t une racine primitive de 

(3) • a:P-' = i (mod.jo). 

Alors 

p zr: 

sera une racine primitive de 

(4) 
et 

r=t^ (mod./j) 

une racine primitive de 

(3) a:"=i (mod./?). 


On aura 

nZJ 

(6) T~=— I, 

nm 

( 7 ) —I (mod./?) 
et de plus, si/i est pair, 


n 



1 


(mod.p). 
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De plus, k etant un nombre entier quelconque, nous designerons pa 

le nombre m propre a verifier la formule 


en sorte qu’on aura 
et nous poserons 


k=tm (mod./*),. 

f tntxS - - /»//! 



Par suite, comme on aura, en vertu de I’equation ( 7 ), 


on en conclura 



On aura d’ailleurs evidemment 



Soient maintenant 

(8) ©/,=0 4- p* 0'+p-'‘ 0'’+... H- e'''” 

et 

(9) ©A®/ —Ra,A- 0 A+A. 

sera une fonction de p de la forme • 


Bi,™=ao-t- a,p -f-ajp^H-..a„_ip“-‘; 


et, si Ton pose 
on aura, en supposant 


k=mh (mod.«). 
m different de zero et de 


fl 

2 


Ra'»,a= ao4- a,p*4- ajp=*4-..a„_ip("-‘)‘'' 
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et 
(.0) 

le signe ^ s’etendant a toutes les valeurs entieres de u, v cc 
entre les limites i, — i, et qui verifieront I’equivalence 

(mod./?). 

On aura d’ailleurs, en supposant h different de zero, 

(11) „ ©/,0_/,= (—Ra,-a=—(— 

et, en supposant A, k ainsi quo A + A non divisibles par n, 

(12) • B/,,*R_/,,_/c==/J. 

On trouvera, au contraire, 

(iS) RA,0=ffo,A=— I- 

Enfin Ton aura 

(14) * ao-t-ai-i-a2 + ... + 3,t— 1 —p 2 

et, en supposant n pair, 

CT n 

(1 5 ) 80 — 81+^2 aj-l-... a,j_i~ ( ■) ^ • 

Par suite, si Ton suppose 

(16) R/i,*—E(p), 

on trouvera 

(17) , F{p'") = IW.* et F(p''‘)F(p-'“) = /2, 

si le nombre m est tel qu’aucune des equations 

(,8) p'»*—I, p"'*=:t, p«.(A+/0 —I 

ne soit verifiee. On aura, au contraire, 

(Jg) p (p/n ) — _ 1 )CTm/ixCTm/,- 
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t 

si une seule des equations (i8) est satisfaite, et 

(20) ■ F{p"‘)z=p—2 


si les trois equations (18) subsistent simultanement. 

Soient encore h, k, I trois nombres entiers propres a verifi 
condition 

(21) A + = o (mod.«). 


On aura, en supposant ces nombres tous trois differents de zero, 








©A ©/ 




(_,)ETA 


©^ 


et, par consequent. 


( 22 ) 


(- i)'^'‘Ri,/ = (- ir^R/,A= (- 


Soit maintenant 5 une racine primitive de 

( 23 ) ic"—* = I (mod.n), 
le nombre n etant suppose premier, et faisons 

(24) ©1 ©,.©,.... ©,-.-. = S?(p) (‘); 

on aura 

(20) 0, = if (pO 

et, de plus, 

^(P) =.f(p^’) = #(p^‘)= - • • = S''(p"'‘"”), 

if(pO = #(p^’) = #(p*“)=---=':>^(P^“"’)- 
Done #(p) sera de la forme 

(26) ^(p) = Co-i-Ci(p + p*’+p*‘-l-.. .-i-p»""’) -1-ej(p^4-p«* + .. .-)-p-'"' 


(1) Nota. — s 6tant une racine primitive de la formule (28), on a 


—1 = 0 

— I 


(mod.n), 


et e'est ce qui permet d’6tablir la formule (24). 
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^(p ) = ^ _ p» ^ p.. _ p.. ^ + p,-. _ p. 


et, comme on aura 

n—\ 

s 2 =—I (mod.«)» 

p 4-p*+p®’+■•••+p*” ”4-p®'“ ’ — — I, 

(p _ p.+ p«* _ p^“ +... H- p^"-’- p^""’)- = (- I)~ ri. 


on trouvera 

#(p)#(pO = 




ou, ce qui revient au memo, 

' 1 

(27) 4.f(p)#(p*)=:(2Co—Cl —Cj)2—(—l) 2 «(c,—CJ)^ 

OU bien encore 

n — 1 

(28) #(p)#(pO = (C„—Ci)»- 1 -(C,—C2)(c, —Cj) 4 - - • —^(Ci- 

4 

Lorsque n est de la forme 4 -^ + 3 , I’equation (27) ou (28) se n 

(29) 4^(P)#(P*)=:(2Co—C l—Cj)=4-n(Ci —C.j) = 

ou bien a 

( 3 0) #(p)^(pO = (c,-Cl)=^-(Co-C^)(Clr-C2)^-^(Cl-C2)^ 

Au contraire, lorsque n est de la forme 4 ^ -+-1» alors, etan 
la formule (24) donnc simplement 

et p disparait de I’equation (26), qui se trouve reduite a la form 

ftp) —c„. 

Revenons au cas oil n est de la forme 4 ^K-t- 3 . Comme on aura 

H 9 )^{ 9 ')=P~, 
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I’equation (29) donnera 

n —1 

4/> ^ =(3C„—Cl—rt(Cj — 

Done on resoudra I’equation 

(3i)' 

en prenant 

lx. —— 3 Cq *“““ Cl "" C1 ““ Cj > 


Mais ces valeurs de X et de Y seront generalement divisibles par p 
reste a trouver la plus haute puissance de p qui les divise simul 
nement. 

Soit u un nombre tel qu’on ait simultanement 

n~i n—\ 

. u 2 =i et (i-t-u) “ =i (mocl.«). 

On trouvera 

01 0^2 0 ^» , , , 0 ^ 11 —s ZIZ 0 y 0 y ^9 . , . 0 yj «—9 “ 0 H-U ■— ^ ip) 

et, par suite, 


,3,) 

(33) #(p> 


0 cnrs 0 




0, 


0 , 


l-hu .'^(n-y)j» 0, 


(n-y)^"~® 

y^"- 3 . 


■ ^ 1 ,U 1 ^ 5 “, UA'* • • • 


Si n est de la forme Sx-fry, on pourra prendre u = i, puisqu 

n — l 

aura 2 ’ — I, etlesformules(32), (33)donneront 


(34-) 


j ^(p) - Rl,l Rj»,iV • 

( ^ (p^) - R^^, 5* . . • R^”—9^ 5""-9, 


D’autre part, comme on aura 


^(p) =Co-f-Ci(p -t-.p"’-t-...-|-p*''~“)ThCj(pS+pS’-h...H-pS'—), 
^(p*) = Co-+- Ci(p^-f-p^’-|-. . .- 4 - p-"'-*) -f- Cj(p H- p^’-h. . . + p*"””). 
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on en conclura 


(35) 


X ■= 2 Co — Cl — C 2 = #( p ) + p* ), 

_ rf (p) — .f (p") 

— p _pS 4. .pS—'-'-pS'>-" 

rn (- l)^«(p - P--+ . . . - p^*-’) [#(p) - ^(pO' 



Soit maintenant 


(36) 


U _ 1. 2 .3... [(/i H-A") cj] 

*’* (i.2. 3 ... /m)(i.2. 3 ... km) ’ 


et supposons chacun des nombres h, k renferrne entre les limil 
On aura 

(87) 11/,,/,= o _ (mod./o) 

si la somme h + k est renfermee entre les limites n et in 
contraire, 11 ,^,* ne sera point divisible par p, lorsque A -+ 
compris entre les limites o, n. D’un autre cote, en supposan 

h-k- k <in et fL — h — k-=. I, 


en sorte que la condition (21) soit verifiee, on aura 

i, 2 . 3 ...(/? — i) = [1.2.3 ...(A-i-A:) 5 t] [(— i)(— 2)...(— fe)] 

= [i.2.3...(A + A:)cj](—i)^'^(i.2.3.../nj)=- 

1 .2.3.. .{h k)m = (— - 1 -- 

1 .2.0. . , L Tjy 

et, par consequent, 

^ {i .2.. .hm){i .2.. .km){i .2.. .Im) 

Enfin, si Ton pose comme ci-dessus 

Ea, 4 =E(p), 

on trouvera 

( 39 ) F(r-)=-n„_/i,;,_/,. 

Cela pose, soitjo'^ la plus haute puissance de p qui puisse divise 




i 
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tanement X et Y. On aura, en vertu des formules ( 35 ),- 


(4o) 


X ^.3?(p) 

p^ 




P 


s' 




et, comme les seconds membres des formules (4o) seront des func¬ 
tions symetriques de p, p', ..., p"“', ils devront rcster equivalents. 


X Y 

suivant le module/), a ^ et a quand on y remplacera p par r. Done, 

alors, I’un et I’autre seront entiers, et I’un d’eux au moins sera non 
divisible par p. D’ailleurs, si, dans les seconds membres des for¬ 


mules ( 34 ), on remplace pai* Routes les fois que I’indice h 

est equivalent suivant le modulen a I’un des riombi’es i, 2, 3 ,..., 


on en conclura 

( 4 i) 


i ^(p) =/)''>(?). 

( ^{pn=p~''' x{?)=p''"lip). 


v' etant le nombre de ceux des indices 


I, 5 -, -5^, . . ., 3 

qui sont equivalents suivant le module n a I’un des suivants 

/ / s o — J 

(42) I, 2, 3, 

et v" etant determine par la formule 


2 

tandis que (p(r), x(0 seront equivalents ni k zero ni k ^ suivant le 

module p. Done, si Ton prend ppur X le plus petit des nombres v' et v", 
les seconds membres des formules ,(4o), quand on y remplacera* p 
Dar r. ne dftviftndronf, noint. p.rfnivalr^nts h I’infini Ip- noArlnlA n 


mJMOIBE sub la THEORIE DES NOMBBES., 
et fun d'eux au plus sera equivalent a zero. Done 1 sera fexposa. 
la plus haute puissance Up qui divise s.multanement X et Y. 1 

leurs, si Ton fait ^ ^ v—nX-t 


X = /5^^> ^— P^’ 


iaformule (3i) donnera 


(43) . 

et comtne on 


l^p 2 -x“--+-nr 


trouvera, on posant 'k v , 

71 — 1 — 41'' 


n — I 


— ‘I'k : 


et, en posant "X = ^ ’ 


n — I 


- 


4v'— (« — 0 


il est Clair que la formule (43) pourra etrc reduite a 

!^pV■=x^■^ nf. 


(44) 

la valeur de p. etant 

(45) 

Si n etait de la forme 8a) -H 3, on aurait 


4‘ ' 


2”^ = —I (mod./)), 

0 , ©„, . . . ©2S-= = 07 ©L’ ■ ■ ■ ® 7 '-» = ^ ( P*) > 

02 ©2, ©;„-, _ [i(p)? . 

Rl,l R7’,7’- . .R7"->,7-> ^ ©; ■ ■ ©2a.u-» rf (pO 


[r'f(p--)? . 


Done alors, a la place des formules (4i), on trouverait 



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


puis on en conclurait 


[■,f(p)P —p ^ [®(p)]'z(p)’' 

[J?(p*)]s ®(p) [x(p)]^ 


Done alors on devra prendre pour X le plus petit des deux nombres 


3l— 


en sorte qu’on aura 


n — I , • , n — I — 4v 

- 2 / =± - -p: - 

2 6 


Done alors on verifiera I’equation 


4 /pl^= j;- -t- 7i j* 


en nombres entiers si Ton pose 


4v'— (71 —l) 


Dans les formules (45) et (48), est toujours inferieur a ^n, e 
v'represente le nombre de eeux des indiees ( 42 ") qui sont raeines d 
I’equivalenee 

n — \ 

X - ^ r (mod./i). 


Les autres etant necessairement raeines de Tequivalence 


on en conclut 


X 2 =— I (mod.n), 


I n—\ n~ 


-1-3^ H-...-!- 


(mod./i] 




On a d’ailleurs 


I-4_ e 5 =v/—'-4-... 4-e = — ■ 


/ji _j_ 1 1 -- • ]% y—” 

n-\ ^ —Sv/ITi --2v/-l 
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suite 


fois par rapport a 


I etant impair, on differentie 
miere des equations (5o), on en tirer 


tandis que la seconde donnera 


conclura de cette derniere, en posant s -o, apr s 


Rations 


cosec 


D’autre part, si I’on. designe par le nombre de Bcrnoul 


r n —1 

f n — i\ 

1 COS5 -H 2 COS2^H-- 






MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


respond a I’indice n, en sorte qu’on ait 




2 - 5 <^''=>3 - 7 ~~ ’ 

3 o 42 


on trouvera 


]g-^ = 2 (”^(2^—i) —-(- ^(2^— 1) 7 + 7-(2®—0 —-jVrfi 

°2 |_6' 1.2 3 o 1.2. 3.4 42 ' 1.2. 3 .4.5.0 


et I’equation (5i) pourra etre reduite 


n—i n —1 


I - 4 - 2 ^ -f 3 


^ n+\ d langy 


2 7 ' ' 2 


On aura done par suite, en supposant —— 
forme [\x 


impair, ou n de 


n — y ff.-f-l 

iLzi r \ 2 ^ o 2 _ J 

14-2 - -43 2 =(— 0 '' 


\ ='U, 




Enfin, comme on trouvera : 1 ° en supposant n de la forme 857 + 7 , 


2 * =i (mod.n); 


2 ° en supposant n de la forme Sa; + 3, 


I (mod.w), 


I’equation (Sa) donnera, dans le premier cas. 


n — 1 

n — l n — 1 / \ 2 ^-4-1 

1 4 - 2 4 -3 ^ 4 -... 4 -( ---) =(-l) ^ 2X„^_i 


et, dans le second cas. 


77 — I 

ZLnI JLIlI /« _i\”^ 

1 + 2 +3 ’ =-(-*) ‘ 
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On aura done : i” en supposant n de la forme 8 a; h- 7, 

±fj.= ---= (_j) i (mod.re); 

2 “ en supposant re de la forme 8 a; H-3, 


Par consequent on aura, dans tons les cas, 

« 

( 53 ) fx = ±2X^. 

4 

On pourra done verifier requation ( 47 ) en prenant pour 
petit nombre entier equivalent a 

4 

Exemples. — Soit n = 7 . On trouvera 

2 I 

= I (mod.7), 

p. = i. 

On verifiera done alors en nombres entiers I’equation 

%p = + 7y2 

et, par consequent, I’^uation 

p = oo^-^rjy-. 

Soit encore re = 11 . On trouvera 


2 ] 

2X„+i= 2<JU3= — ^ — ~—i (mocl.ir), 

~4~ 4221 

IJ. — 1 

et, par consequent, on pourra verifier en nombres entiers I’e 
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Soit n = i63; 2 sera une racine primitive de I’equation 

= I, 

en sorte qu’on pourra supposer 

D’ailleurs, les puissances siiccessives de 2 , divisees par i63, donne- 
ront pour restes : ' ■ . 


2, 

4 , 

8,. 

16, 

32 , 

64 , 

— 35 , 

—70, 

23 , 

46 , 


21, 

42, 

— 79 i 

5 , 

10, 

20, 

40, 

80, 

- 3 , 

- 6, 

—12, 

— 24, 

- 48 , 

67, 


- 58 , 

— 47 , 

—69, 

25 , 

5 o, 

— 63 , 

37, 

74 , 

— 

— 3 o, 

—Co, 

43, 

86, 

9 , 

18, 

36 , 

72 > 

—19, 

— 38 , 

-76, 

If, 

22, 

44 , 

88, 

i 3 , 

26, 

52 , 

—59, 

45, 

73, 

— 17, 

-34, 

—68, 

—^^ 7 , 

—54, 

55 , 

— 53 , 


— 49 i 

05 , 

— 33 , 

-66, 

3 i, 

62, 

-39, 

-78, 

7, 

• i 4 , 

28, 

56 , 

— 51 , 

Or, 

—41, 

81. 
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Les restes positifs et inferieurs a = 8i,5 etant au nombre de 43, 
on aura 

v = 48, 

2 

^^±4iZ:^=±l(.._l^)=±pc,6-8.)=±5, m=5. 


On pourra done satisfaire, par des valours entieres de x, y, a I’equation 


-H i63/-. 


Revenons aux formules ( 10 ) et ( 16 ) desquelles ola tire 


(54) Ra,4=:F(p) = (-i)'^('*+*)2( 


k 

=(-0^*2 


sTJ \ P ) ' 


§i Ton y remplace p par r, on trouvera 


F( ;•) = ^— j^Wi j (III 


I =(_,)^A 


1.2.3. . . /tZaJ 


(mod./)); 


[i .2.3...(rt — A)®] [i. 2...(A -h A — n)tcr] 



(3?) 
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et, comme on a 


n7n = - 
I 


1.2.3. . JiTsJ ~ 


(- 1 )'" 


/tCT-+-l 


1.2.3...(A-hX: — /i)Tn 


1.2.3... (/I — k)m 

^ j - 2 . 3 . . .{ 2 n —7 h 


on conclura de la formule (55) 


(56) F(r) = . 


I . 2.3 . . . ( 2 /i • 


/c)gj 


[i . 2 .3_ {n — /i) 5 j] [i. 2 .3^..— /f )ct] 


ce qui s’accorde avec la formule (Sg). 

Si, dans I’equation (Sg) ou (56), on remet pour \in-h. 
tiree de I’equation (38), savoir 

n ___ 

n A,» k [i.2.3...(« — /«)st] [l .2.3. . .('i — A')nr][l.2.3 

= (i . 2 .3 .. ./iro)(i . 2 . 3 ... k-m){i . 2 . 3 ... Lxis )(— i)'®"*"'. 


on trouvera 

F(/') = (— .2.3.. ./tt3)(i.2.3.. .kv3){ \ .2.3... t'cr) 

= (— . 2.3.. ./in5)(i. 2.3... krs) [i. 2.3... (/I — h 

il est facile de trouver des nombres equivalents, suivani 
aux valeurs de x, y qui verifient la formule (44) oii (^ 
soit toujours la plus haute puissance de p qui divise si 
XetY;onaura 


(58) 


(59) 


\y 


II ■ 

II 

#(p) ^(p-')_^(r) 5? 

pX ^ 

(;••'■) 

p>- 

(mod. 

II 

ir 

T 

I)—«(p_p.^..._p.— ) 

r^(p) 

- 

- 

^ (— 

71 — 1 j 

i) - n{r — 

T' (r) 

Ip-^ 

#(r0‘ 

- 


' 'D’ailleurs, on deduira sans peine des formules ( 82 ) et (3 
des rapports 

?(/•) #(r*) 

—T-> —^ > 



2 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

ou plutot la valeur de celiii qui n’est pas divisible par p. En elFet, o 
y parviendra facilement en remplagant chaque facteur de la forme 

• R/i,A- 

par 15 —-—toutes les fois que A-H ^ sera renferme entre le 
limites o, n, et rcmplagant ensuite p par r. 


§ II. — Applications nomelles des formules etablies 
dans le premier paragraphe. 

Supposons maintenant que n soil un nombre compose et prenor 

V designant urv facteur premier de n. Soit encore 

(jj-Gj = d;. 

On aura 

p — i = /m=vn(;. 

De plus, si r.On designe par c une racine primitive de 

~ I 

et par a une racine primitive de 
on pourra prendre 

p = as. 

Cela pose, soient s une racine primitive de I’equivalence 

(mocl./j) 

et u une racine primitive de I’^quivalence 

(mod.v). 
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Les nombres entiers 

n — 2 , n — I 

seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la suite 

u, uy-^, v-4-r, v-i-u, V-f- 

(W —r)v-(-i, (u_i)v4-«, ( 0 ) —I)y+ „v- 2 . 

et Ton aura 

0 /i— d -f- . , , -J- p(P—^)h Qi^~' 

= ( 9 -+- ac^p-^.)h 

Supposons d ailleurs les nombres v, co premiers entre eux, et faisons 


(mod.w); 

on trouvera 

©B-H-wd-,,™, = $+ pt'- ^ _ ^oLP-i Qtr-' 

et, si Ton pose 

on aura encore 


( ^ ) 0 »"'h-pv(A— b”) ®B“ 4 -«(A-)-(o>t— b"") =’9 -+- a*;"” 0 * 2)/ig(p— 

et, en supposant A impair, 

(4) ■ 0i+pv(A-i) 0 „»+^v(A-b>) . . . 0ft-'->+BV(A-„v-=) = ^(«*, S) 0 v-i 

(5) «“’)=#(«*, s“‘)=... = f (a*, s«'-), 

(6) ®-l-tn;;A-,) Q ^ 

' S~‘) = ^(a-*, s~“’) i 

= #(a-^% S~“‘) = .. . = #(«-*, 5-BV-.) 5“"^), 

^(«'Ss)#(a-*, S->) 

— ®»+»-vtA-i) 0 -i-bv(A-i). . ■0BV-4-n-,-A-BV-^, 0_.,V-. 


( 7 ) 


2 


-t;VC/^-^V-3) 
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Le second membre de la formule ( 8 ) se reduit toujours, soil a 

n — 1 

— P “ > 

soit a 

. n ~ 3 

±p~. 

Exemple. — Supposons, pour fixer les idees, co = 4 - Si v est imj 
et de la forme 4 -^ + i. on pourra prendre 

(•’ = I. 


Par suite, la formule ( 8 ) donnera 


(9) #(«-*,s-‘) = 


0 


IH-Vf/t-l) 


- 1 ) ^ : fl ~ 1 ^'“*) ^ 


■vjh—u 


V ^ ~~ ^ h 


D’ailleurs, si Ton suppose A impair, ainsi que —on trouvera 

I 0n-v(A-i) 0_i_v(A-i) = (— I = (— J )^p, 

\ ®ie+v(A-«») 0-„'_v(A-Kn = (— = (— l)^p, 


f 0 v-1 ® v-i, = (-1) “ =1. 

Done la formule ( 9 ) donnera, pour, dos valeurs impaires de A, 

V--3 

(11) ^(a'Ss)S'‘(a-*, s-‘)=jD »■ . 

On trouvera, en particulier, 

( 12 ) 

D’autre part, a devant etre une racine primitive de 
on pourra prendre ’ ' - 
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Ajoutons que Ton tirera de I’equation ( 4 ) 


(i3) 

Supposons maintenant 


—it*) • • • Qk''~’4-V(1 — 
®V (V — 1 ) 


V ==: 5 OU n = 4-5 = 20. 


Les forxnules (12) et (i 3 ) donneront 


(i 4 ) 

(.5) 


#(«, ?) !(«-*, q-^)—p, 

®1 n^) 




©1 


u etant une racine primitive de 

«*=i (mod. 5 ); 

et, par consequent [a cause de u^=i (mod. 5 )], 


.(16) 

('7) 


q?/„ \ _ ®i ®-li _ ©I ©9 

S(ci,g) — _ — 


:R, 


^ (X S - R_j^_ 9- Rl9,tl- 


Done 


Rl,9R)9.1t- P' 


De plus, I’equation ( 4 ) donnera 


'-'.aft 


Done la formule (14) pourra etre reduite a 

p=i(x, q)i{x-\ q) — 3(J^l, q)§{—\J—l,c) 

On trouvera de meme, en rempla^ant q par et a par a’ 

p = ^{x,q^)^{x-\ q^), 


etl’on tirera des formulas (t6), (17), (18) 


#(«-», q^) = g{x-^ s->) = R„,s 3= Rn,i3= c 
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en sorte qu’on aura encore 

On trouvera done, en definitive, 

— Ri,9Ri7,I3 X Ri9,iiR 3,7 “ 5^)Xt)‘(oC ^,s)cJ'((X 

et comme, en posant 

2 ?(a, s) = >.'+ J -t- (^" "1- ')(S “ S'— S'^)> 

on en conclura 

2 i { a , sO = >.' 4 - |x' \/— I — (>'^''' 4 - H -" V '-~ ')(? ~ S- — S^ 4 - S*), 

2 j(a-', g) = >/ - fx' v/^ -h (r - ix" ^~){g— s^-~ s=>+ s‘), 
2#(a-S s^) =X'- fx' ix"^i)(g _ s»), 

on trouvera encore 

4jiy = 4'f(a, S) s) =4-T(t):, s^) rT(«-', s^) 

[r-hr(g - s=- s’H- s‘)]2+ [jx'h- (x"(s - s=- s»-h S*)? 

= [V-V'(s - s'-- 4-?.0]-4-[fx'- fx" (s - 4-s‘)]' 

et, par consequent, 

(19) 4 / 7 =:X''- 4 -ix''- 4 - 5 (A"* 4 -;x"^), 

D’autre part, si Ton nomine ^ et a les racines primitives des 6qi 
le rices 

( 20 ) (ttiocL/?), 
on aura, pour determiner X, p., X', p.', les formules 

ju'a-h (k"-^ p," a){s — s’*) = 2.jF(a, *9) =— 2lli9,ii= o 

V-\- [jJa— (}/+ |UL'^a)(.9 — —= 2§{a,s^) =— 2113^7 

k’— fi'a-i- = 2 s) - 2nj,9 

V— \jJa — (^ 4 - \i!^a){s — s^ — s^-\- s’*) = s^) = — 2llnj3~ o 

OEuvres de C. — S. I, t. III. 


4 




26 MEMOIRE SUR LA THEORIE J)ES NOMBRI 

et, par suite. 


/ 

1 — 113 , 7 , 

{2t) j 

I X'- lJi'a = — Iti,g, 


r-+. iJL"a = 

X"— |x"a = 


__ Hij) 

.9 - S’-^ -.9*^ H“ . 9 '* 


(n 


les valeurs de Ui Q etant 

I07ij(l07iT — l). . .{-]W l) 

1.2.3.. .3m ’ 

iOTO-(rocj — i). . .(qm ~h i) 
i .2.3.. .m 

Appliquons maintenant a un cas particulier les formal 
venons de trouver et supposons 


( 22 ) 


dll,9 ~ 


P = l^l, n: 


PuL 


= 20, V =r 5, (s)z=lI\, m 


On verifiera les formulas (20) en prenant 


et Ton trouvera 


.9 = — 4 , a = 9, 


TT ^^*^9 H Q 

llj -L. jo. 19 5,3 ; 


l5, 


' 20,19.18.17.16.15 ^ „ 


X'H-fjL'a=—r5, X'-fx'a = i5, X'=o, 


4 o 


— = o 2 Z 

7 7 


i — s'^ + ~ 28 ~ 28 " 

y -h n"a = 22 . iS = 2 , X"— j 2 ."« = 22 . l5 SH 2 

1 "= 2 , 12 ."= O. 


•>. 2 , 


Done I’equation (19) donnera 

4 /)=r| 2 .' 2 + 5 X "2 


ou 

Effectivement 



4i = 62h-5.j’-=36 + 5. 
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Soit oncore 

On trouvera 


p—un. 






TT .-™ / 4«>-4 |.43.4o_^ir.4o.8().38..^7.8() ^ .i,; 

0 . 7 . 8 . (). I o. 11 . I . r v>. [ , I^ ^ 


:^ 7 . 38 . 4 i ./13 


.7.8.() 

Par suite, on trouvera 


A" [ jl ' 


f\p TZ 2 




On aura (I’aillciirs 
(‘.t. 

Illilikl IIj 


(( ro 


A' 


'EfFoctiveinent 

U) I L-r: 8 I H-- 5 , /, — (f 5 . u% 

Kn general, lorscjue, v etant inipair (‘t cle la forme f[,v -h r, on 
pose 

on pent prendre 


6> = 4» 

ot Ton tire de Toquation (4) : i« on supiiosant h — i, 


(u3) @J 0K»H.V(l_M’) ®«'+.v(I -(»>). • •Wk'~' 4 .v(i_m'' >) - I, ;) 0y 

2" cn supposant 4 = — i, 


( 'Xl\ ) 0|_jv ("Lt*-V( @«'~v(t+«‘) • ■ • ©n'-’-vd+u'”-') = — \/~ L s)® v,v 

On a (I’aillcurs, dans cntte hypothdso, 


( 25 ) 


#(s4=:7,g) ^i(v/z:7,s'‘“) 

.T(v/=^, J“') : (y/HT, S"--), 
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On trouvera de meme 


( 26 ) < . - ^ 

I ^u—v(i-i-u) v(i4-w®) • • • — 'J' \ V ^ V (V — 

et 

#(— v/^, s") = ^(— , S '‘0 

— f (_ y/HT , s«») =r. . . =:-f (_ y/ZTT^ 

Dans ees diverses equations, u designe une racine primitive d( 
valence 

a:''-’ = i (mocl.v),- - 

en sorte qu’on aura 

V —1 * V —1 

If ^ ~ — T ou I-h = 0 (mocl.v). 

Cela pose, on trouvera 

0„-+V(,_„-) 0„'”+^_y(,^„'»+!^)= ©K^H-Vd-K") 

nr (_ p ^ 

et Ton tire'ra ; i** des equations (aS), (24), 



( 28 ) §{\f^l,q)§{—\f^l,i;)~ 
2" des equations (26) et (27), 


Z7TV ( V — 1 > V — 1 V — I 

(-0 ^ p -^ ^ P~ 

^V(V —1)® V(V—1) 0V(V—11^ V(V.~ 

2 — 0 I J- 


(29) 




V — 1 

p 


©v 


,© 


On aura done, par suite : 1“ en supposant v de la forme So? + I 


3o 





sou L\ TlfEOlUE DES NOMBHES. 
2" (Ml suiiposaiit p (1(‘ la Ibniu' Sx i pac (‘.oiisiMjiient, 


1 V ■ I i ^ » 

,, I i(v ^7 , i) ?(- (/ITT, 5) ™ pT-^ 

('>0 \ 

( .Oi(--s/ 37 , 

D’autrc part, (mi posant A = 2, a)=:/(, A = —i dans la (brnuilo 
on (rouYiM’a 

I t")j -k’) I t"3HV (s) 

( 'TT .jy ^ i u’)' • 


<!>((;) (lesignanl une (biH'tioiido ^ (‘I do i a (‘oolTioionts (‘ntiors 
oonuno on Uura 

^ V pv^a-r/'* ‘ «"')» 


on (irora do la forrmilo ( 32 ) 


ou 


V 1 

p ^ -^,iP{g) 


<H^) 



On trouvora d(^ la inbino maniorc' 

V- 1 

<1>(>'‘) -p ‘ • 

IzJ 

^1 hV V(»—«') ®M*4 V(!1 »*) • • • ®K'~’4.v(s_|i''” /' ' 

V(1 ‘Ml ^«’ 4V(« ^(4* i'V(S™K') • ■ • (■V(2-/t’'"®) » 

et. (!onun(‘ 2 sera luicassainniu'nt do I’uno dos formos 


On aura donc 

(;w) j 
I 


on aura on core 


i 




«*)• 


,.0 




V~ I 

4. ^ 


■V.) 


V . t 
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Si maintenant on combine I’equation ( 23 ) avec la pre'miei 
mules (34), puis la premiere des ^nations (26) avec la se 
formules ( 34 ), on trouvera 

(35 ) [,^(\/— I, ?)1^= Bi,i Ru>+v(i-m“),«’+v(i-m-'') • • ■ R7i''-’-i-v(i-n''-’), k'-’h-v' 

et 

( 36 ) (\/ I , S“)]'— Rrn-V(l—!I),K-1-V(1 —K) • • • R I—II 

On aura, au contraire, 

(*^ 9 ) (- s! - * , ^)1 — Ri—2V, I—2vRlt®—VC14-Il“),»““V(H-W®) • • - R,jV—It'^ 

et 

(38) 1^"-^ (— \J — J, 5**)J . . • Rit’^““—v(i+«’^~“), 

D’autre part, on aura : i® en supposant v de la forme 8 x -1- 

®V(V —1)=® VIV —II— ©0— * 

2 2 


et, en supposant v de la forme 8x -1- 5 , 

TJV ( V — 1 1 

, 03|v_u=©-v(v-ll-=(— l) P = P- 

2 2 


Done Ics formules ( 35 ), ( 36 ), (37), ( 38 ) donneront, si 
forme So; 4-1, 


( 39 ) 


[s'((/=7,,))- 

V —J 

^ ^ 

3+V{l_,iV-3y 

f))’ 

V — 1 

V-2) ^ ( 

[#(_ycr7,s) 

V — 1 

j ~P *■ Ri_ 2 v, 1 — 2 v Rzt^—V(H-K2),7i®~V(H-a2) • • 



V — 1 

v/ITT. ^ R.. .. ..R„v-. 


•2\ ,,V—2 
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(40 


et, si V est tie la forme Sa? -t- 5 , 


- P * Rl,l Rr£®-t-V(l—M®), ££“-+-V(l—M®) • • • R/i'"' 




(4o) / 






4 

V - 5 


[c )‘\/ I, - p ^ Ri_2V,1 —2V 1^74^—V( 


) • • • 


-V(H-74=*), V(H-?i“) 

_ _ V—5 

[liF \/ I 5 - P * Rw—V(H-lt), 14—V(H-«.) • • • R/t''"*—V(H-rt'''“^), 14 ’''“®—V(l4-I4'^“^) 




Observons encore qu’en vertu des formules ( 25 ) on aura 
(\/~— g) — ^0 \/“ -I “H (,^1"+“ Cj v/— i )(? “H C ^2 H“ ^2 s /— 


26„—6.jH-(2Co— c,—c,) \/—I , 6, —6j+(ei—Cj) 

;-^-- q -J-.g - 

2 2 


et, par consequent. 


( 42 ) 


/ 2df(v/^,s) =/oH-^o\/^-+-(/iH-(?'i\/^)(s — 

) 2#(v/^, —fa -+-S'o\/—i — (ft ■+■ g\ v/^) (S — ?“+ S“’— • • • + 5“’^’— S 

/ 

i 2#(—\/~,s) =/o—i'-o\/-H-(/i —l)(s ——•••-HS"'"'’—S 

( 2 i(— v/^, S“) =:/o — — (/i — V4^) (S — S“ + S“‘ — • • • + — 5 

/of ^o> /)’ g\ designant des nombres entiers. De plus, on aura 


(43) 


S-t-S“+S“' + .--H-S“''“’+S“'"“ =—I, 

^ —1 

(s —S“ 4 -S“” 0 "=(— 0 ^ v = v. 


En combinant les formules (42) avec les equations ( 3 o) ou ( 3 i), on 
trouvera : i*’ en supposant v de la forme 8a; + i, 

- ( 44 ) 4 p~=/o+ + /o/t-t-^0^1=0; 


2° en supposant v de la forme 8a;-f- 5 , 

( 45 ) kp^=n^'>n^si^'>s\> /o/i+«"-o 5 'i=o- 

D’ailleurs on verifie la seconde des formules ( 44 ) on ( 45 ) en supposant 

(46) /o = S 6 , 5-0 = Ss, /i = —ye, ^i = y 6 - 
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On aura done, si v est de la forme 8^r + i, 

4p 2 = (62_|_ vy2)(52-h £-) 

et, si V est de la forme Sx + 5 , 

( 48 ) 

Enfin les formules ( 4 ^) donneront 

/ =(^ + £^/^)[6 + y(s-s'‘+••■-s“''-‘ 

2^(v/=:T, 5“) ' =(a+E\/“)[6-y(s-s'‘ + ----s'‘'-‘ 
:=(a-£\/=n)[6-y(s-S'‘4-...-S'‘''-“ 

( 2j(_yCIl,g«)z=(a--£y^)f6 + y(s-s“ + ...-s'‘”-’ 

II est bon de remarquer encore que, les valeurs de/o) o'o’ ^ 

f„ =z 2bo—bi—bi, f,—bi bi, 

^0 == 2 Co — c, — Cj, i’-i = C'l — c.,, 

.f 

/, sera toujours pair ou impair, en meme temps que /o, ct 
impair en meme temps que go- Cela pose, si des deux no 
Fun etait pair, I’autre impair, il faudrait, en vertu des forn 
que S, £ fussent tous deux pairs. On jiurait done alors, en i 
de la forme 8a; -i- i, 

(5«) »)'■)[(;)’+(O’], 

et, en supposant v de la forme 8^r -f- 5 , 

- etant deux nombres entiers, I’un pair, rautre impair. 

2 2 

des deux nombres S, e I’un etait pair, I’autrc impair, Se 
necessairement pairs, etl’on trouverait; i® en supposant \ 
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8a; +1, 



2° en supposant v de la forme 8a; + 5 , 


(53) 

^ etant deux nombres entiers, I’un pair, I’autre impair. D’ailleurs 

on ne peut supposer les nombres 6, y, o, i pairs tons les quatre, 
puisque le second membre de la formule (47) serait alors divisible 
par 16, tandis que le premier est seulement divisible par 4- 

Si y, 0, £ etaient supposes impairs, I’equation (47) se decompo- 
serait en deux autres de la forme 

( 54 ) d--h £^. 

Or, /> etant de la forme 4^ -H i et S-, y- de la forme 8a; +1, la pre¬ 
miere des equations f 54 ) aurait un premier membre de la forme 
8a;-H 2 et un second membre de la forme 8a;-1-6, si v etait de la 
forme 8.a;-f- 5 , ce qui serait absurde. 

Done, lorsque v est de la forme 8a: -1- 5 , les deux nombres 6 et y, on 
les deux nombres 0, e, sont pairs et I’equation (47) se reduit a Tune 
des equations ( 5 i), ( 53 ). 

Au reste, lorsque v est de la forme 8a;-1- 5 , alors, en ecrivant 2S 
et 2y au lieu de € ety, ou 20 et 2£ au lieu de 0 et de £, on reduit la 
formule ( 5 i) ou ( 53 ) a 

V—3 

(55) p ^ )(3’+£^), 

tandis que les formules (49) deviennent 

#(\/^, ?) = (3 -t- £ \/^)[6 - 1 - y(g — ?“ + . .\/^]. 

#(v^,s“) =:( 3 h-£V^)[® —— •••—?“■'■’) \/—i]. . 

— ( 3 _£y/Zri )[6 _y(;_g« + . 

#(— v/^, S'O = (3 — £ \/^)[§ -l-7(s — \/— 1]. 
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Ajoutons que, dans ces dernieres formules, on pent touj 
poser £ premiers entre eux, attendu que, si o, £ avaient po 
commun une certaine puissance de p, on pourrait evidemj 
passer ce facteur dans les quantites y. Cela pose, si Ton 
ets les racines primitives des deux equivalences 

(57) (mod./?), 

( 58 ) (mod./?) 

et p‘' la plus haute puissance de p, qui divise a la fois ^ et ■; 
etre tel que des quatre rapports 

’ P'' 


I’un au moins soit equivalent, suivant le module p, a un no 
different de zei’o, aucun d’eux n’etant equivalent a De 
posant 

(60) p.=: —2^, Q=/P'X, ■ y—p'^'Y, 

on tirera de I’equation ( 55 ) 

(61) 


Si (Ji se reduit a I’unite, alors etant )>i ('), il fa 

I’on ait 


( 62 ) 5 -+£^ = i, x- ''iy-— pV- 

et, par suite, 

5 = 0, £ = ±1 ou 8 = ±i, £ = o. 

Quant a la valeur de X, on la deduira sans peine des Ibrmii 
Soit, en effet, v' le.nombre de ceux des indices 


(63) I, a^+v(i—K*), a‘4-v(i—i<‘), ^ ^ 


(1) Foir la Note II a la fin du M6moire. 


mkmoihk srii LA TinU)im-: des nombres. 

(jui sunt f(|uival('ii(s, suivanJ lo modulo /?, ii run des suivants : 


>. .'J. 

el V lt‘ ntiml»t‘(' do coux dos iiidioos 

(<■>») « ( V ( I It ), ti ^. Y - v{i ~ ir '), 

qiii rom|t!issoiit la mdmo oomliiion. 


I- 


V ~ a 


'4 4 


^t‘ra tn !f» jilus pa(i( dos (juatro nornbros 

r -'. r -. 

Appimtitnn. — Sait 

V 5. 

On jHiiirra prnndro 

«»t liirnuilos { *i3), (tii), (^(i) dnrinoront 

I -I I \ ■ t, ^0 : ^ I * 




i n ^ I, i) 




l\ 

n 


!>«* jdus, si I'nu (luso 

H,., a„ ( ii,'v i ,..o-a,,rd* = ii„ 4 - 4 i,«v^~~ —ajs*—jiasV™'^' 
alors, on ayanf «'*gard aiix I'ormulos 

.*.« V - >. i.) - H-” v'4‘), v/~r -- 'K- s’). 


ai 3 ~ ’ (!*!“ iln), !lv— iljt ™ -- (llfl— <> 15 ), 
Oj till: : a, ■ 8(3, ilj ~ ilu 87—11(7 


on Ij-iMivora 
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et, par suite, 

Ri, 9 = ao—a,o — (32 — ais) (s--t- s’) -+- (— 3,4) (s +.s‘ 

[as — a, 5 — (as— ai3)(s^+ s’) 4- (aj — an)(s4- s‘; 
On tirera d’ailleurs, de la formule (19) du paragraphe I, 

^ ( I, s) **'(ls) — ' ^, • • • 

et, par suite, 

^0- ^5 ■+“^10 - 3i5”— 

- ^6 ^11- ^16 ^ 

82 - ^7 ^12- ^17 — 

83 -;38*+-ai3- ^18— 

3^- 89 *4~ 3|4 Sjg — 0, 

puis on en conclura 

3io~'—* — 3o, 3ii=:—fti, 3 i2~—32> 3i3 = — 33, 

3i 5 = —3s, 3|6 = —36, 3 i 7~—37, 3ig3:— 33, 

Hi, 9 = i-H 230+ 3.2 — 34— (32+ 34)(? — g-—• g^-+- g^) 

+ [235 + 33 — 3i + (3i — 33)(g — g“ — g^ + g'*)] \/- 

Enfin la formule ( 55 ) donnera 

(67) pz=(g‘^-+-5y2)(S2H- £2) 

et, comme S-+ 5 y- surpassera Tunite (^), on en tirera neci 

52-1- £2 — I ^ ^ g2^ 5y2^ 

(^) 5y- pourrait se rMuire a Funite si Ton supposait 

6- = ij = o. 

Mais alors la formule (67) deviendrait 

82 h- £2=3^^ 

et Ton tirerait des equations (69) 

4p = 4(02-+-£2) = ni,9n3,7, 

ce qui est'absurde, puisque ni Hi,9 ni 113,7 ne sont divisibles par p. Done 
que ^*2-1- 5y^ se reduit A Funite doit 6tre rejetee. 


3 0 + 35 + 3 io + 3 i 5 — — J 

3 1 + 36 + 311 + 316 — 0, 

33+ 38 + 3 i 3 + Uis— 0 , 
34+39+314+ ai 9 ~o; 
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Done, tout iioinhrc jn'<‘iui«'r (1(‘ la lonno ^o.r h- i ost on mome. ton 
do la Idrnio -h aY’’. ('ii sort** <|u’nn pout satislairo. par dos vale 
onfioros dt* .r, v, a r«*(iuati<)n 


IHH) 


P 


t- Tiy*. 





Quant aux valours d(' x 



Y, olio 

s pourrout 

. (1 

tro 

dciteriuin 

h Taido do 

s Idnuulos 








llu.l'i 


(d- 

- * v'"- 

T)|S-. 

yCs — s®-- 


4“ S 


llu.n 


:(dH 

i - s \J — 

7)lS~ 

7(;-s®~ 

s’ 

4- S 

')v/=^|. 

H,., 


(d H 

h 1 

■ i)js + 


5 ’ 



IL., ■ 


:(d- 

e - 

:7)t6s. 


s’ 

•4" S 



doscjttollos till tiro 

Hi.» -t- * \/^)o, 

ot, par suilo, 

{H,., 4- H..,n)(H».r Hi.,..) = 4+ e‘)6’ - 46«, 

puis, on romjdat.'antp parr, 

4 S ’»5 4 •*-’*» 

(70) 7 Hi.illa,?. 

(atmiiio (HI aura d’aillours 

4 ; O, I -rr Tt I (III <5 = ± I , S =s O, 

(in tirora dos fiiriuulos (dj)), «‘ii y rotnpliH’aiU p par r, 
i-i l ±: U,., IL.,, 

Eu'mtpkx. — Si Ton proud p = 4i. •>'> trouvora 
H ,,7 -m — IIi.s 3s Ir> (mod. 4 1 ). 
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Effeetivement 


4i = 36M-5 = 6^-h5.i2. 
Si Ton prend p = loi, on aura 


Hi ,9 = RjjV = * 

't8 \ = 


Effeetivement 


lOI = 81 -+- 20 =: 9^4- 5 . 2 -. 

Si Ton prend /> = 61, on aura 

■QJ = 3 , 

_ 30.29.28 0/ 

7 77 . — 


„ , ,27.26.20.24.23.22 

113,,= (— 27 ) , . _ o— - = — 34, 


4.5.6.7.8.9 


X- 




Effeetivement 


61 = 16 -H 45 = 4^-t- 5.3^. 
Soiteneore/> = i8i. On trouvera 


53 = 9, 


„ qo. 89 . 88. 87 . 86. 85 .84. 83 .82 

1.2. 3 . 4 . 5 .6.7.8 ':^- 


1 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 11 . 13 . 15 . 

2 I.2.3. 4 .5. 6 . 7 . 8 .c 


2s— Sf^ 


i It I: 


: 180 . 


EffectWement 


i8i=:i-i-i8o = r--H 5 . 62 . 


Seconde application. — Supposons 

,v m 3 . 


u sera racine de 


(mod. i3), 


et Ton pourra prendre 


a izz 2 , 




U ~ 2, 


4, 


0, ir ” D, 


— 2, 


= — 4> f^^= 5 , 


3, 
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(.(‘la |)(>s<‘, l(‘s (('riiK's (!(' la s('‘i‘U‘ (G 3 ) s((ront 6(}uivalents, suivant Ic 
modiih' ,'|.t 5 ~ Vj,, atix (juantiU's 

1 , .1 — 3() 17 , 3 — af) -.a ay, _ r -+- -16 = 9 . 5 , 

f\ 4 - 65 9 , -—3 4 - 52 e= 49 , 

(loiit (|ua(r(‘ sotif, rt'ntoriiuH's (Mitro l(‘s limit((s o (it 26, tajiidis (juc Ics 
((‘rnu's (1(‘ la s(‘ri(‘ ((i'i) sonmt tiquivaloiits, suivant lo mtinui modulo, 
aux (|iiantit('!s 

a 13 !.(I, a -f- 78 ga ai, () — (15 45, — a -f- 3() 2s 37, 

5 — 5a : : 5, — (i 3() s 33, 

(lout d('ux sout r(‘uf(‘rm(‘('s outre, los limitos o ot ’iGi On aura done 


v' - 4 , v"“-:a, 


■ V ; a. 




2 V 2 


I, 




et, par HuiUs 


I V — a 


u 4 


I V — ;> 

A I 4“ i 4 - y r»;r:: % 

a 4 


— _ 35^ ~ 5 _ / — 


I)ou(! on {*ourra rtisoudro. (iu nomhres entiers I’t^uation 

(7’») />™(5*-4-«»)(j?>-+-i37»). 

(‘t eomttui .r®-+-j3,y“ surpassora Tunitt' ('), attondu (ju’en no pout 
su[)pos('r Y = c>, y ~~ <>(*)’ jKHKissaireniont 


( 7‘0 


.r’-H (3/* p, 

S* -4- e* == I, 

f] ■(», a—±:i on 6~±i, e-rro. 


( ’) Si Y s’fivaiiouissait, los fomulos (5(5) donneraient 
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On tirera d’ailleurs des formules (23) et ( 26 ) 


(7-4) 


y- \ _ ®1 ®29 ®2S ®9 ®49 _ „ IJ o T) 

if(v—LS/ - jS - /■^Ri, 25 R9,nR29,49> 

I -T «.\ _ ^4^5 ^27 ^5 ^38_ jy T> n 

^\S/ - i , 1 ^ 37 , 411 ^ 21,5 f^ 33 , 45 » 


et, par suite, 


^ • 

s) ^ ^ 

s^) 


(mod./?) ("), 


ce qu’oii ne saurait admettre, eu 6gard aux equations ( 74 ), en vertii desquelles 


rf (<7., $) 

s^) 


(mod./?). 


(®) II est bon d’observer qa’on doit entendre id par 

^{a,s) 

s») 

ce qiie devicnt le rapport 

rf (y/^, <) 


quand on y substituo a au lieu de sj— i et ? au lieu de 5 , apres I’avoir transformd a 1 
formule ( 12 ) du paragraphe I, de maniero que ces substitutions ne rendent pas le numd 
d^Dominateur simultandment divisibles par p. Sous cette condition, la remarque qu’on vie 
est exacte et pourrait dre exprimde dans les termes suivants : 

L’dquation _ ^ _ 

I,?) = i?(v 


jointe aux formules (68), donnerait 

^ 1 , 25 ^ 9,17 ^^ 29,49 “ ^ 21 , 5 ^ 33,45 5 


puis, en ayant dgard 4 la condition 




qui subsiste quand aucun des nombres / 2 , A-, hk n’est divisible par » = 4'*' = = 

conclurait 

/^ ^ 31,41 ^ 29,49 “ ^^ 51,21 ^ 48,25 ^^ 31 , 41 ^ 33 , 45 ' 

Enfin, en remplagant dans la derniere formule \/— i par a, <; par s, et gen^ralemen 
on trouverait 

Z'^21,5^23,3 ^ ^1,25^9,n ^15,11 ^19,1 (mod./?). 

ce qui est absurde, puisque aucun des nombres 

^1,25? ^9,n> ^15,in ^19,1 

ne sera divisible par p. Le rapport entre le premier et le deuxiemo nombre do la derniere 

.f («, '0 

prdcisdment ce au’on doit entendre nar Texoression - - 
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puis, (les equations (2.'J) et (ati), 

, I "“/'RsUStRu, as 1^23,3, 

(7'>) ^_ . 

( ;f ^ 1^31,47 I^Jfl,7« 

D’autre part, o“-f-e* etant reduit ii runite, Ics forrmiles (o 5 ), (f) 
doimeront 

6^ -+- l 3 y’, 

,-,6-=- |.•i(l/-;.,•) + <■)!l.f(-j)+.f(_;.)|, 

ou, parci' ([ue € = px'\ on trouvera 

4 /;Kr>= 1,T (V~. i) + .f (\/“i, «")1 \K- v/“. s) + ’K- «“)! 

T'.:. p^(Ri,2alt!i,nR»».n"+’Ra7,uRji.sRaa>va)(^t8i,37 Rs, .aaRa.sa+Ris.iiRansiRti 


OU, ee ({ui n'vientau lueme. 


/ ^^148 1^11.17 

1 „ b„,8 \ / 

1^343 

. Hn.i8lU.i7\ 

\ ^^3.33 

' Ruusib,.,; V b. 

1,38 

' Rs.g. ; 


ou bien eiieore 


,a — Rg^.ya ™ . Jk’ .41 / 

\ \ 1^31,n \ 


H 37.41 HaS.uX /' 1^741 18.43 , ,, 1^11,47 


^ J^3T,4l Ra, ,41 


Si, dans (U'tte derniere foriiiulc, ou remplaco p parr, on tirera 

Rii.uRt.h Ri.isll»,n 


•r’s 7 —- 




(tnotl. p). 


,13 


( 7 fM 

(bunme on aura, d’ailUnirs, 

,-f j) =: ± ,i(— y^IT'F, 4«), ,f (_ v'™"l, 2 ) J= 

on en eonelura 




"Tcr 


et, par suit(‘. 


Ils.,! 
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On aura de plus 


(78) 


26 zn( 26 uy — i). . . (25c7 -4- i) 


I. 2 . 3 . 

. . 7 jJ 

26 i]cr( 2673 y — i). 

. .( 23 cT -h l) 

1 . 2 . 3 .. 

. 3 ra 

26 ijr( 26 i 5 ]r — i). 

. .(17^ + 1) 

f. 2. 3 . . 



Exemples . - Supposons 
On aura 

1 ^ 1,25 “ ^ ‘ ~ ’ 


p =z= 53 . 

cj = I, 


„ _26.25.24_ I 

^ _26.25.24.23.22.2 r .20. 19.18 _ 3 7.9.11.13.15.12 

i .2. 3 . 4 - 5 .6.7.8.9 i 4 4 - 5 .6.7.8.9 


Effectivement 
Supposons encore 
On trouvera 


2 1 ^ 3^23 



53 = Ih -52 = i-i- 13 . 2 ^ 


P=zj5j, 

m= 3 , 


^ _7^-77*7^ __ * 1.3.5_ 5 

1.2.3 8 1.2.3 16’ 

119^17_ * 19.21.28.25.27.29.3r .33.35.37.39.41-43.46.47-49-5 

n3,23 2^® 10. II. 12. i3. r4.15.16. 17.18.19.20.21.22.23.24.25.2^ 

_ 1 29.3r.33.35.37.39.41.43.45.47.49.51.53_ I 

2‘® ro. II. 12.13.14. 15.16.17.18.20.22.24.26 2’ 

1 Hi,23119,17_5 _ 

2 03,23 ■^64'“ ’• 

o?-= ±: (22)-= ±: 13 — qz J 44 • 


Effectivement 


<JX 
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55 III. — Suite da mhne sujet. 

Ili'pn'iKnis l(>s Ibrinulos ( 'j) ('t (r) ) du [(aragraplu’i II. On (ui tin^ 

I (a^', =r .T( a*, ?"’) rr i(a'', i"') =...■= '■f(«*, s"' ’) 

{ I ) ^ ii'vl/t 1) >t*vf/f ~ ff'M i'V(/r~ »*). ■ * A— , 

I w VIV- II, 

I '—j—'■ 

(•( Toil (l■(luv(' (!(' la mbiiM' inaiiion' 

I •• j(a'% s'‘0 

( ) ' _ i !•';(//—Hi ^"L/' I I'Vf// //’I ^"b/' f-i’'/'// //'’)• • • “ i-('V(//"//''* 1*1 

I VI V ~ 11 , 

I '— 

On aura (l’aill(‘urs, rn vcrhi (!(' la I'oi’iniilr (2) <lii paragraphs II, 

Hnlin, fntnaus (mi supposant v prcMnisr, on aura 

V - I 

a ■■* Es~i (niod.v), 
on frcnivsra, si v f>st do la Ibruio 4 a: -f-1, 

1 3 ) /T (^ i («". = ,f {«\ {) 

ot, si V os( ( 1 (‘ la tbrnu' 4 -f I. 

( a) -Hoc'', i ‘) .r. i"). 

Supjnisons tnaialonanl. ([uo to soil iin nonibro proinior ol donuni 
uno raoino primilivo do 

37 / O (moil.f.l)' 


(■■>) 

si Ton proud 
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on aura 

(7) <?(«, s) = 9(a“’, s) =.. s), 

(8) ?)#(«““, s). • s) = ?(«“, s), 

(9) <?(«“, ?) = <?(«“% s) = • • ?•). 

On trouvera de plus ^ 

a ~ — 1 (mod.co). 

Cela pose, si to et v ne sont pas tous deux de la forme [[X + i, 

cp{oL,i)z= a +-b (« + «“’-)-.H- c 

.+ [a' + 6' (a + + a""-’) -+- c' (a«-i- H- a®""')](? 4 - 

+ [a"+ J"(a + . . 4 - -h c"(a“ 4 - a“’ 4 -. .. 4 - «“"“’)](S'‘ 4 - 

ou, ce qui revient au meme, 

20(a, 5)= 2a —b —c -h{b —c )(a — .4- 

4.[2a'_6'-c'4-(6'-c')(a —a“ 4 -«“’ —... 4 -a“””’—a““'-“)](s ' 

+ [ 2 a' - — c" 4 - {6" — c") (« — a-* H- —... + a«"-’ — )] (s“ ■ 

ou enfin 

4 (p(«, S) = 2(2a — 6 — c) — (2a'— b' — d) — {2a" — b" — c") 

4 - [(2fit'— b'— c') — (2 a"— b "— c")](s — s'‘4- s"’—... 4 - 
+ [2 (6 — c) — {b'— c') — {b''~ c'O] (a — 4 - . • . 4 - 

4. [( 6 '— c') — (i" - c")] (s — 5“ 4 -..(a — -H-• 

Si Ton fait, pour abreger, 

X = 2{2a — b —c)—{2a'— b'— c') — {2a''— b" — c"), 
B=2(6-c)-( 6'—c') —(6"—c"), 

C —2 a' — b' — c' — (2 a" — b" — c"), 

B = {b'-c') — (:b''—c"), 

les quatre nombres A, B, C, D seront tous pairs, ou tous imp 
I’on aura 

( 49 (fit) s) = A 4- B (« — «“-h... — -i- C(s — 4 -... — s 
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Si V »‘t M tliMix lii' la foruu* + i, alors I’exprossion 

Vi *»'5 *) 

SI' ri'iitlirait ii uii«' jutissaiuM* (l«* p, et I’^quation (to) prcndrait 

lii iiiriiH' 

111 ) Wia. «)™A, 

I'u siirli' ijti’oii auraii 

It :i>, E -o, .1> = 0 . 


LorsijUl' M I't V in* simt pan tons deux do la forme f\x + i, le produit 
HO rodtid ii uiii* puisHmu'o i‘i»tit*re dt*/i. On a'd’ailleurs gen^^ralciuonf. 

frt ” t 

\ l a a" I ... — «'•’* ’)* ” (— 0 * '•’> 

)*’■*■* , V —1 

j li ‘ V. 

Oo plus, on tirera do I’etjuation (lo), on y rompla^ant succossivement 
* par «" 1*1 ; par 



A -<■ |l( a - 

- 3?** -1- , . 

— «•»*• 



1 

- l)(a ” 



•)(5-5'‘4-.. 



:-J A - IN* ' 

- -t- . . 


')4-C(s--S“ 

4-.. .- 

1 

I)(a 

- 3f''* ■ f’. . 


')(? — ?'‘4-.. 



A-H(a- 


, «»**' 

') - (’(s ” s" 

■4-...- 


+- l»(a" 



’)(«-?“ 4--- 



1*1 !‘mi iriHivora : i‘* eii stipposant <»> et v do la forme 4^ + ^ * 

V* *»«) - VCa «)?(*' '' 

y »•« Htipposaul V il«‘ 1« forme +• t et w de la lorme ![X 4- 

vC!«.«) »(*.« '). f(«'%?) = ?(«■’*«"’): 

i * on •.upposaut v de l» forme 4**’ ■+• ^ 
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4° en supposant v et co de la foi'me l\x 3 , 

®(a®, g“) = (p(a-‘, g-’). 

Done, si Ton fait generalernent 

(i/i) ®(a,s) e~‘) 

on aura: i“ en supposant v de la forme 4a;-+-i et co de la forme 4 
(i5) /’*=»(«, ?) = ?(«, s“) ®(a“, ?"); 

2“ en supposant v de la forme l\os 3 et co de la forme 4 ^ -+-1. 

(j6) o(«, g) ffl(ct, g'‘J =: ©(a'*, g) o(a“, g“); 

3 ° en supposant v et co de la forme L\x 3 , 

(17) />* = ■<?(«, S) ®(oc“, g") = o (a, g") 9(0'.", 5 ). ■ 

Si maintenant on substituc dans les formules (i 5 ), (iG), (i 
valeurs de 

Q(a,s). Q(a“, S), Q(«,S'‘), Q(a“, g“) 

tirees des equations (10), (i 3 ), on trouvera, en ayant egard ai 
mules (12) : 1° en supposant v de la forme /ix i et co de la 
4cr - 4 “ 3 , 

(18) 16/3*,=:= A^-H wB® H-V C" + wv D®, AC-1-coBD =: o; 

2“ en supposant V do la forme 4^ + 3 et co do la forme L\x -hi, 

(19) i6/3*=r A^ + wB'-f-vC‘+wvl)^, AB+vCI) = o; 

3 “ en supposant co et v de la forme [\x -h 3 , 

(20) i6j3*=:A*-+-coB-H-yC'4-a)vD4 AD —BC = o. 

On verifie les equations (18) en prenant 

A = 66, B=:S£, C = -u 7£, D = y6 

et, par suite, 
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oil 

A "'WOO, B 6j, (]= —yj, 1) == yo 

('(, |)ar sui((>, 

(! I ()/>* rr: (-f- £*) ((i)6> + vy*). 

Oil vorifii' l(‘s «‘“([uatious (h)) cii pronanl 

A“Sa, B = vye, C=—Ss, 1) = y5 

i‘t, par suilc, 

(■^■1) i()y)^' T= ((5*4- v£’)( 6*4- wvy’), 

mt hion 

A vSo, B == y£, , E = — 6s, I) = y§ 

I't, par sui((‘, 

('■»'t) 16 />* = (va» 4- £’) (v6* 4- coy’). 

Knliii, on vorific los aquations (20) en prenant 

A = 66, B == Ss, (] =sr y6, I) = ys 

at, par suita, 

(a5) if)/i*3c (6’-+- cos’) (6*-[- vy’). 

Applicatiom. — Supposons, pour fixer las id 6 es, 


on aura 


« = a, 
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on trouvera par suite 


s) 


0,04 €>104 

0 _,O ~ ©5 


<p(«Ss) =#(aSs) = —— R-1,-4 —Ri4,i 


)(a,s“) =#(«, s®) — R7,-2 — Rt,! 


0 , 0_7 „ _ O 

cp(a%s’) = i?(aS5-) — Q - =E2,_, — R2,8- 


Cela pose, on aura 

jD*=<p(a, ?)<p(a%?) =cp(a, S®) cp(a% S^) = Ei,4^14,11 = Rv,13^2,8=/’ 


et la formula (21) ou (22) donnera 


i6/> = (a=+3£’-)(S* + i5y=) 


16/? = ("+- 3 < 5 ^) (3 6^ -f- 5 ). 


' Revenons aux formules (10) et (i 3 ) et supposons v de la 
4a; +1 et CO de la forme kx + 3 . On trouvera : en prenant 


A = So', B = 6£, C=:—co.y£, I) = 70' 

/I<p(a, s) = [3 + £(«-«“ + ..•- «'*“■’)] [S y (S - 5" + • ■ • - s 

4<j) («, S«) = [3 + £ (a - a“ 4-... - [S — y (S — S" -H • • • — 5 

4(p(a“, s) = [4-£(a- a“H-.. - - «"“"“)][§ — '/(« — — S 

4 ® (a“, s“) = [5 — £ (a — “)] [® “1” 7 (s S 4- • • ■ ? 


— (a — 




Si Ton prend, au contraire, 


A = wSS, B =r §£, 


l)=:y 3 , 


on aura 


4 cp(«, s) 


; [£_ a(qt«““-’)][ S(« - + .’) - 7(s 


( 3 o) ( 


4(p(a,s“) =[£-3(a-S(a—+ 

4o(a«, s) = [e 4 - 3(a - a“4-..oc““-'")] [- 6 (s'- - a“4-. •. - 


-’) + 7 (s- 
— y (s - 


- a\“l r 


_ 1 _ 
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Dans les equations (29), ( 3 o) on peut toujours supposer z, 0 premiers 
entre eux et faire passer les facteurs communs qu’ils pourraient avoir 
dans 6 ety. De plus, si les quatre nombres A, B, C, D sont impairs, 
S, y, 0, £ devront I’etre aussi, et I’equation (21) se partagera en deux 
autres de la forme 

on I’equation (22) en deux autres de la forme 

( 82 ) 4/5''*'’= 4 / 5 *'—vy*. 

Si, au contraire. A, B, C, D sont pairs, S, y seront impairs et les 
equations (21), (22) se partageront, ou comme on vient de le dire 
lorsque 0, z seront impairs, ou dans le cas contraire, ainsi qu’il suit : 

(33) 4p*'= H-vto , 

(34) /)*'=£* 4-0)3*, 4/>*"r=co^|^ • 

Ajoutbns que Ton determinera facilement p^" en cherchant la plus 
haute puissance de p qui divise simultanement les deux produits 

(p(5<, s)ffl(«,s“), ®(a“, g) cp(«“, g“), 

qui se reduiront, si Ton admet les formules (29), a . 

* J_ra + e(a_a'«4-... —«““-’)] (6*4-vuy*), 
rb 

— [3 — £(a — 4 -... — a““~’)P(6- +■ vcoy*), 

et, dans le cas contraire, a 

- L'r£_3(a — a“ 4 -...—«“““’)] (toS*4-vy2), 

It)*- 

_^[£ — 3(a — a“4-... — «““”’)]* (wS® 4 - vy» ). 

Supposons, comme ci-dessus, 

(0 = 3, V r= 5, cov=i5; 
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on aura 

©(a,s)o(a,s“) =R,,4 Rt.u^P p > 

9(a“, g) ©{«“,?“) =Ru,iiR2,8 =P ■ 

Done alors k"—\, et comme on a trouve k = i, on aura necess 
ment k'=^o. Par suite, la sompoe 

0- ■+- C.)£^ OU £-+C0i5^ 

se reduira necessairement ou a I’unite, ou a 


4 — 1 "+■ CO — I + 3 


et les nonibres S, y 


verifieront Tune des formules 


4p = 6^-+-i57S 



4 /? = 362 + 5 /, 


4 /> = 3 (- 



D’ailleurs, les seconds membres de ces dernieres fornaules ser 
divisibles par 8 si S et y ou'- et ^ etaient impairs, tandis que les 

i 

miers membres sont divisibles seulement par 4 - Done S et y ou ; 

doivent etre pairs etl’on peut resoudre en nombres entiers I’un 
equations 

p = y'^, /? = 3a?2-i-5j'2. 


Or, comme on a generalement 


on en conclut 


xP=±i (mod. 5), 
3a;2-t-5 j2 = ±2 (mod.5). 


Done p etant de la forme iBx 4-1 ne pourra etre en meme tern 
la forme 3 oc--i- Sy^, et tout nombre premier de la forme i5x +1 
fiera la formule 
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II reste a trouver la valeur de cc. 

Or, d’apres ce qui vient d’etre dit, on aura : si Ton si 

a)£- = 1, 

16/> = 6®-f-) 5 y* = 16 (a?--t-1), 

^ 7 *={g(a=+«£*); 

2° si Ton suppose + coe- = 4 , 

' 4/J = /) (a;®+i5_y*), 

76 = 76 7 '=^(' 5 "+“s-)- 

On aura done, dans tous les cas, 

D’ailleurs, on tire des formules (29) et (26) 

<p(«, s) 9(a‘*, s“) = -jlg (iJ^H- cd£®)[6 -i-y (s — g“-+-... — — «« + ... — 

<j3((3£“, g) (p («, g") = -^ (^2-1- co£’)[o — y(g — g“4- ...— g“''“’)(« — 

On aura done, par suite, 

^'(Rl4,tlR7,13+ Ri, 4R2,8) =^’——iSjS 

puis on conelura, en rempla^ant p par r, 

^2 _i 5 j 2 = In,,4.112,8 (mod.jo) 

et, eomme on aura de plus 

a;^+i 5 /* = o (mod./2), 

on trouvera definitivement 
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Examples, — Supposons/? = 3i. On aura 


R l — 


m — 2, 

5ct( 5^ — i)...(4^-^0 _ 10-9 


r .2.3. . 


.2 


:45^l4, 


„ I 07 *j(l 0 ZiJ — l). ..(SzTTM- l) _ 20. 19. l8.17 _ ^ 2 

^2,8— : ! o TT!! ’ — _ _ o / — D.I9*^* 


-2.3..,2tff 


I . 2 . 3.4 


ig.ci. 17 =9, 


Done 


^9.i4 = ^9-7= ^='6=—‘5=— 


p l5j-=r 16 + l5 =: 4^"M3 . 

Supposons encore p = 61. On trouvera 

w = 4, 


Hi, 


20-19.18.17 


_-—— __5.i9.3.t7=— 5 . 7 = — 35=—-j 

I.2.3.4 ^ / 2 


^ 40 . 39 . 38 . 37 . 36 . 35 . 34.33 ^ .J2 o o 5 

- 1..3.4.5.6.7.8 -=5-'7-.9.83.07.39 = j, 


4 2 4 2 ^6 


Effectivement 




En general, v etant de la forme [\x -\-i, co de la forme [\x +•; 
0, £ etant supposes premiers entre eux, on conclura des formules ( 
(Sa) ou (33), ( 34 ) qu’on pent satisfairc en nombres entiers a 1 
des deux equations 

( 36 ) 4 p*’=X^+vwY^ 4 p*"=vX 2 h-«YS 

et comme les seconds membres de ces dernieres seraient divis 
par 8, si 

y 4 - CO ou I 4 - vco 


etant eux-memes divisibles par 8, les deux quantites X, Y et; 
impaires, tandis que les premiers membres sont seulement divisi 
par 4; on aura necessairement, dans cette hypothese, 
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Dans cos (livorscs I'ormulos //" ost la plus hauto puissance do p qui 
(liviso sirnultancnund los deux produits 

(38 ) <?(«, 5 ) 9 («, s"), 9(s<'‘, s) 9(«“, s'*)- 

Soil d’ailleurs la plus haute. puissaiK'e do p qui divise siinultane- 
nient les quatre expressions 

(3()) ?(«. 5 ). ?{«,s“), <p(«'‘.s). ?(«“,s“)- 

X, X seront divisihles par p^-, et, on |)osant 

\ ~ /A.r, Y ~ p'^y, 

[X A'" — 

on tirera des rormules (3(5) 

('io) 4/8^=: on 4/'**'== wy*. 


n’aillo.urs, p etant do la lorine vcoa; -i- i, la socnnde <les equations (/jo) 
no pourra etro verifieo ([u’autaut quo I’on aura 


(‘t, par suito. 


vx -*!«4 (mod. (■<)), 

fey* “4 (mod.v) 

M 1 

V * a I (mod.r*)), 

V I 

61 * SSI (mod. 1) 


ou, ce qui rovientau memo. 


Done, si Ton a 
(40 



on no, pourra satislairo a la soconde des formules (4o) et Ton aura 
necessairemont 

( 4 « ) 4 /'** = **^* •+• V 6 ) J’’. 


Application. — Soil w =3. Alors, si v est do, la forme laoj-t- 5, on 



54 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 
aura 



et, par consequent, on pourra verifier, en nombres entiers, fee 
tion ( 42 ). Mais, si v est de la forme 12 a? - 1 - i, on aura 



et I’on pourra seulement assurer que Tune des equations (4o) 
resoluble en nombres entiers. 


Exemple. — Soient 


I ZIZ 3, V ZH ] 


CO V = 51. 


On trouvera 


uz=zZ, a —'i, 

u = 3 , = —8, = —7, ii* =—4, = 5 , M* = — 

a® = —3, u'“=8, «i'=7 , . m'- = 4, = —5, 


= (Kiod.3), 


#(«*, g) = 


am p-y(/i — — 1 7 (). = 18 — 17 /^; 

^ 18 —t 7 /t ^ 9 — 17 /t ^ 30 —I 7 A ^ 15 — 17 /^ ^ 33 - 17 A ^ 42 - 17 /i ^ 21 -l 7 /i ® 3 G- 17 /t 


0 


17 /t 


#(«*, s' 


h _ ® 3 - 17 A ® 27 — 17/1 ®:I 9 -I 7 rt ® 46 — 17 * ® 48 — 17 /i ® 2 t- 17 /l ® 12 - 17 /i ®r.- 17 A 

e, 




puis on en conclura 


?(«> s) 


?(«, s") 


0t 0.43 ^13 ®49 ^2.5 ^4 ®19 

- Ri,16 R43,25Ri3,4 

017 

t^l,16 t^43,2S 1^13,4T^49,19^1 7 

TZ: Ri^io R43,251^13,4 

037 010 022 ^28 ^31 ^7 ^46 ^40 

— 1^37,31^^10,7 1^22,46 

017 


— 1^7,311^0,7 1^22,40 


- R 50,36 1 ^ 8,26 -^^ 38,47 1 ^ 2,32 /^R 34 , 34 > 

Q(cc\c^) /./.R.n. R«o..dRo,. 


R 


02 02 

^17 ^ r> 1 


49 , 19 * 0 


1^49,19 pR 

17,1 


^^ 28,40 ^17 
^^^28,4o/^ Ri7,1 
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En d’autres termes, on aura 

T(a.s) 

<P(a'S“) 


I ffl(aSs“ 

Or, la plus haute puissance de p, qui divise simultanement les ex 
sions (43), sera /)’. On aura done 

X = 3. 

De plus, les produits 

9(a, s) 9(a, s“), ©(a*, s) 9(«% s'O 

seroiit I’un et I’autre divisibles par p'. On aura done 

' ^z=.k'' —2X = 7 — 6zri 


_ pt, R43.2sBta,19 

RsOiSS R38,47 RsiiS* 

_ pi RaT.ai R-22,tG Rja.tii 

R-t 1,44 Rj V ,3 4 

_ 3 R50,35R38,47R34.34 

R43,2sR49,19 




R41 .44R34,a4 
R37,3) R22,46 R28,4 


et Ton pourra resoudre en nombres entiers I’equation 
(44) 4/? = 5i/^ 

On trouvera d’ailleurs, en raisonnant comme plus haut. 



et, par suite. 


• ni4.2oR29,sn23,l1 Hi,16 4^1)7,17 

2 nio,7lIl7,l7 Ms,26112^32 

^ Mi 4,20^29,51123,11 Ml,16^-13,4 
2 MlO,7^-8,26^2,32 


(45) 


=— 5 ,j 2 ^ 


Ml, 16 114,13^5,29 Ml 1,2311 


14,20 


M2.32n7,i jM8,3 


En general, lorsque o) est de la forme 4a^-4-3 et v de la f 
-+“ 1 , on pent decomposer .requation ( 21 ) en deux autres < 
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forme 

(46) 4/**’= 5^-1-me’, 4/5*'=^ 

ou I’equation ( 22 ) en deux autres de la forme 

(47) ^p'‘'= 4 p*’= wS® ■+• vy®. 

Car, chacun des binomes 

-t- M£', -t- £^, §- + 'Jcoy^, &)6^ H- vy2 

sera necessairement impair ou divisible par Zj et, si Tun d’eux 
impair, les deux termes dc I’autre binome dans la formule 
ou ( 22 ) seraient pairs et divisibles par le facteur Zt, qu’on pou 
evidemment faire passer dans le binome impair. Ajoutons que 
pourra toujours supposer 0 et £ premiers entre eux ou n’ayant d’j 
commun diviseur que le nombre 2 . 

Cela pose, soit toujours p^' la plus haute puissance de p qui d 
simultanement les expressions (ig). p'’" sera la plus haute puiss 
de p qui divise simultanement les produits (38). Ou aura d’ailleui 

k'=k-k\ 

et Ton po.urra resoudre I’equation 


(48) 

^ 2 _|_ ,^^^2 

ou 


(49) 



De plus, on tirera des equations ( 29 ) 

i6[(p(«, s) 9 (a“, s“) -t- 9 (a, ?“) »(«'% ?)] =2(5^-+- to£-) (6-— w'.iy“) 

= 8/)'^'''+-^'— wv_y-), 

i6[cp(a, s) 9 (a, s“) 5 ) cp(a*, ;“)] = 2(i5 -—we^) (6^-t-wvy*) 


- Q Y\k" ( ^2 _ /.\r2 \ • 
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ou, ce qui revient au meme, 

^ s) 9 (a“, ?“•) +.9(a, g") 9(a“, ?) 

^ pk'+-i\ ’ 

_ 9 (a, g) 9 (ct, g“) -f- 9 {a“, g) 9 (a“, g“) 

P'^ 

En operant de la meme maniere, on tirera des formules (3o) 

9 (ot, g) 9 (oe'*, g'*) + 9(«, S") 9(«^ s) 

^ pk'-i-iK ^ 

9 (a, g) 9(a, g") H- 9(«“, s) 9(«°‘, ^“) 

2 pk” 

Si, dans les equations (5o), (5i), on remplace p par r, on dedi 
facilement des formules ainsi obtenues et des equations ( 46 ), 
( 48 ), ( 49 ) les valeurs de x, y, 0 , e. 


(5i) 


— V — 


(5o) 


— vMy’ = 


- W£* 


Exemple. — Soient toujours 

w = 3, 

On aura 

9(«, g) —R,,4, 9(a‘“, g) = RH,ii, 

k = i, k'=^o, 

et les formules (5o). donneront 


V = 5. 

9 (a, g“) = R,,i3, 9(a“,g“) = ] 

IP'—i, 'k — O, 


(52) 


x ’-— i5y'^— 2 (Ri.iRj.g-t- Rt.isRu.ii), 

Rl,tR7,3~t~ Rj'sRlt,!! _ 

p 


— = 2 - 


De plus, les formules ( 46 ) et (48) donneront 
( 53 ) 3^-)-3e==4, x^-hi5y^ = iip. 


Enfin, on aura 


Ri,*Ri4,11 — Pj 


OEuvres de C. — S. I, t. III. 


a,8^13,7 


8 
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et, par suite, les formules (Sa) se reduiront a 


x'-— 2 (R7,uRit,)i+ ij—i>— 

\ 1^7,13 I'U ,11 

Si, dans ces dernieres, on remplace p par r, on trouvera 
/ — 15 /-= 21X1,4112,8 


( 54 ) 


puis, en combinant les formules (54) avec les suivantes, 
d* + 3£-=4, x^-i-i5f-=o (mod./)), 

on trouvera 

= —i57®=n,,4ll2,8 (mod./)). 

Ajoutons que la premiere des equations (53) entraine Tune des su 
positions 

3^=1, £^=:l, 


en vertu desquelles 
se reduit a 4 ou a — 2 . Done 


S= — Ss’- 


(55) 


Hi.t Hj.s _ 

1 X 2,8 XXi,4 


ou — I 


(mod./)). 


Qitant aux valeurs de cc, y, elles doivent etre paires pour quo la secon 
des equations (53) puisse etre verifiee. 

Prenons, pour fixer les idees, p = ‘di. On aura 


XX 1.4 

1 X 2,8 


XX,,4 =i4 , IX2,8=9 (mod. 3 i), 


n. 


+ = 5 —6 = -i (mod.3i), 

Ui,4 0 


3^=1, E®=I, 




= —15 


J- 


fi6= —15 (mod.3i), 


31 = 16 + 15 = 4^-1- i 5 .i^. 
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l*rcnH»t^ p r»i. On tnuivi'ra 

(iiioiUh), 

H,. H,. 5 

n,:r'’ a,;; ' ' 

H v» 

V .. V"‘ I aa~ <>(>, 

t <1 

<il I » Cm ; 1*4- i5.a*. 

iiiaHitcnant (jut* (» Mtit (j(» la fornu' /’(.'«+ i ot v de la 
riiinif \.r I t, I,'«'qu5ittcm (u’i) hitu diviHihh^ t*ii doux autroa dc la 
runiii* 

« 4«n I/** . , i|’ •»-V*’, /»/»*'Ts 6* + wvy*, 

on i’ftiualiiin i * 1 »I'lt tlfHX aiilri'a di* la foom* 

I'i-• \p* vJ*vS*-h My’, 

i. I l•(aMl ill*!* niitiilirns mm iliviHiblcH pur p. Si d’ailleurs/i^ d6signe la 
pin** liaiili' pni>!>*am’i* di* p qui diviai* Hiinullamnncnt S ot y, alors, eu 
poi*aiit 

yvsp^y, 

on irdiiira la **mniili* iIi'h l•qnatitmH (rdi) on (Hy) li 
, ‘‘s; .!•’ + y'<y‘ 

on tin*n ii 

I v.r’-i- w/. 


linlin, an linn di*' rorinnli*!* (upHiu { lo ), on troiivcra 




- iH ^ 


-* »"* '*! 1* + yi* • 




1*5 

-■ fi4 - 






l'» 

■ ■ fi% - 

■* ^ *- 
% *' ■ * 

." «*’ “dis ' ■/(* — «'*■+'•■ 

.-««“-)(?- 

qti. 4. 

1 ^ 

1*5 

m ■ 

4.^.. 

. .. ^ , , 

. ~ **''d (S ■+• y{* — «*" ■ • 

. — at"""') ({ — 

qff' 4. 


a,, 
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( 6 .) 


Oil bien 

/ 49(a, s) r= [e 4- S(s — S“H-. ■ ■ — 4- 7(oc — 

j49(<=£,S'‘) =[£-a(s —S“-l-S(5-s'‘ + . . s'‘''-’)4-y(a —a“ 

j 4 ® (a“, S) = [£ 4- a (? — S“ — S'*'"’)] [- 6 (s - 4- . . . — - y (a - 

( 4®(a“. s“) = [£ — a(e — S“4-..4-- • — y(a — a“ 


puis on en conclura, dans le premier cas, 

X- — nz 2 


( 62 ) 


y — Vt^ —Q. 


et, dans le second cas, 


(63) 




£- — V(5^ 3= 2 


?(«. 

s)9(a“, 

i'‘) 4 - 9(a^ 

s) ®(«. 

s“) 






<p(«> 

s) ?(«“, 

s) 4- ®(a, ?' 

’^) ©( a", 

S") 






9(«. 

s) ®(a“, 

g'O -h 9(a", 

s) <p(a, 

s“) 



pk'^iX 



9(«, s) 9(a“, 

S) 4-ffl(c<, s' 

‘) ®(““. 

s“) 


r,k" 


Eocemple, — Supposons 
On trouvera 


61 ) = 5, Vzzzy. 

u~Z, a = 2 , 


(^ = - — — 2 (mod.5), 

(^v(/i — f/'") irr \[\[h — — l(\h. 


cf(a^g) zz^ 

.f( a^ = 


^15-U/t ^-5-U/t ^-10—14// 
0-42/i 

^-13-14/i ^0—14/i ^IO-14/i 


0 - 


42/i 


9 (a, g) =l\i^u 
cp(a, g^O ==R 34 ,i 9 
~ ^- 2,22 


9(a^ =^33 ,3 


RiI,17^^4,9 Ri3,29- 

R2t,18R26,31 ^^22,6 —/? 
R24,32 R8,18 R26,,23 ™/^^ 
Ri,13 R27,17R9,12 


_ Ri3,29 _ 

R34,19 R24,18 1^31,26 

R34,19 R24,i8 ^^31,26 
Ri3.29 

R24,32 R 26.23 
R33,13 R27,17 

R33.3R27,17 
R34,22 R26,23 


? 
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et 

A'~ 4 , k"=zZ, / 5 :'=I, X = I. 

On aura, par suite, 



X -— OU 

( 5 ^ — V£- Oil i 

puis on en concliira 


2_ nj/y»2- ^24,18^31,26 11.24,32 1^26,23 o 

2 \ ------. 

^^13,29 ^33,13 -*^27,17 


coy 

—2 


J ^ 34,19 f ^ 24,18 1 ^ 31,26 ^^ 33,3 ^ ^2 
f^l3,29 1^34,22 1^26,23 


+ />^ X . . . 



— 357'* 

OU 

i / 2 _„ 4 v . 2 — Ill, 16 nii,nll 4 9 

Hii,3119,12 



j j ^ ^ TT 

•^*22,6 

1 ^2,22 ^ 8^18 


— 7 £» 

OU 

f2 ^ 1,16 111117114,9 

Il 2 , 32 ll 8 ,i 8 


^ fr 

*^22,6 

111,13119^12 


(mod./?). 


On aura d’ailleurs, en vertu des formules (56), 


6^4- jt- OU E* 4- 76 * = 4 /’, 
a:^4-35/- OU 5/’4-7a:-z= 4/>. 


D autre part, p etant de la forme iSa? + 1 , on ne peut supposer 

5/*4-7a:=r=4p, 


puisqu on en tircrait 


/ 2 \* 


tandis que 


7'^'—4, 7 = ^—j, 7 ’ = i (mod.5), 


7 ''‘ = 49 s — I (mod. 5). 


Done, on aura simplement 

(64) . 6*4-7£*=4/’, x^4-^iy-=Ap, 


les valeurs de 

jS 6 ^ £* 


pouvant etre determinees par les formules 


■ 427^= 35j- = 

76 ^ - 


Hi,16 
fll,l 6 


^Ill47 

n- 22,6 

Pll,17 


n4. 


114,9 


^^11,3^9,12 

Il 2,22 

fl-2,32 1^8,18 


(65) 
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Si Ton eutpris, au contraire, 


on anrait trouve 


(i) = 7, v = o, 

u = 2 , a — ?>, 

p = ^ = 3 (mod. 7 ), 

D 

(;v(A — a’”-) nn j5 A — 

®15/1-14 ^15/1+14 


^(a^s) 

§ {a."-, <;'<■) — 


®30/l 

Qis/i+i ®is;i-7 
03OA 


?(« 


, _ 0, 0-6 016 ®4 _t> UP _3 

,g) — - ^^ - - •^1,29 »^16,9tVii,4 - P 


^30 ^23 ^IS 


i^34,6 19,26 1^24,31 


/ n\ ^>2 ®2 ®23 ^32 ^18 P P P _ >^2 ^ 32,18 

9(<^, ? ) = -n-K-H- tV22,8t'2,23l^3248—“/> TS [j > 

^ 30 ^ 25^15 1 ^ 13 , 27 ^^ 33,12 


( 66 ) 


(67) 


cp(a'^, g) = U34,6^19,261^24,31> 

f a . iL \ ^1^13,271^33,12 

cp(a«, q ^^)— p —^ -, 

^32,18 

k — Z, k"—i^ k'=2, X = o, 

4/?:ii:.r2-h357S 4/?=: 32 + 7£% 


= 357 ’ = -if- ^1,29 ni6,9llii,4, 


1122.8 112 


53 = ^,3 _ n,^6n,,63 n jj n ^ 

113,17 


II est important d’observer que les ^nations (65) peuvent etre 
sentees sous les formes 


^*=35/^= — [(p(a, s“) 9 («“, s) + ffl(a, s) 9 (a", s'‘)] 

_ * /06 026 031 036 019 021 022 02 032 08 018 023 

0 ; 70 ^ : 0;70i; 

06 026 031 036 019 026 027 017 012 0|3 033 03 


a' 


7^ — -j 

J pZ 


0,8 07 


0„0 


21 '='16 


(68) 
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On tirera, au contraire, des formules ( 67 ) 

35y-= ^ [©(a, ?“)?(«“, s) + <?(«. s) <?(«“. «“)] 
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(69) 


P' 


03i®19 024®6 ®!6 ®S1 ^22 ^32 Qg ^18 ^23 


<=>5 01O®2« 


®30 ®25 ®15 


*4“. . 


6 = 


7£2 = ^ [cp(a“, s) ®(a“, ?“) -I- «p(a, s) ®(«. s“)] 

I /033 0,3 033 06 026 ©3] ^13 ^33 ®3 ^27 &il ®12 

®5 ®10 ®20 


03 016 02 


Or, la premiere des formules ( 68 ) coincide evidemment avec la pre¬ 
miere des formules ( 69 ), attendu qu’on a 

07 02t 0,3 = /)® 3=/)* 03 0,0 020 030 02S 016' 

Quant a la seconde des formules ( 68 ), elle fournit des valeurs de 
distinctes de celles que fournit la seconde des equations ( 69 ), et si, 
pour plus de commodite, on designe ces dernieres par 


on aura 


3'* _ _ , 028 07 014 021 _ _ 

a* - r- -P (030,o02o)^ “"(03010020)’- 

Ainsi les equations 


p' 

/^'El.i 0 


= R2 =TT2 

== 0 . 30^20 - ■“5,10* 


( 70 ) a* 4 - 7 £’ = 4 i 0 , a'®-+- 7 £'‘=: 4 />* 

seront verifiees simultanement de maniere qu on ait 

(70 ^s^sni.,6 (mod.f^). 

Exemple. — Supposons /» = 71 - On aura 

71 .= 64 ^ 7 = 8®-4- 7 . i‘= (8 ^ f s/^) (8 — f sT^i), 

7.®=(8-h7^V^)’(8-7"^)| 

= (57 -I- i 6 . 7 ^v ^'^)(57 — 16 . 7 “ — 57®-i- 7 . 16 ®, 
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et I’equation (71J donnera 

(mod. 71). 

Effectivement 

57 = 8.16 (mod.71) 

et, de plus, 

„ _ i5w(i57n — 1).. .(loro H- 1) _ 30.29.28.2 7.26.20. 94 -33.22 .21 _ ^ 

1.2...Sro 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 

Supposons enfin que to et v soient tous deux de la lorme l\x + 
Alors, en posant 

A = 63, ■ B = 6£, C = y3, 1) = ys, 

on tirera des fortnules (10), (i 3 ) 

4® (a,?) =ra + £(a —[6 + y(s — —5“'-' 

49 ( 0 :, s“) =[3 + £(« — «“ + ... — «""'■“)] [6 — y (s — s" + ... — 

4o(a4s) =[3 —£(a — [6 -t-y(g — g" 4 -... — s“'^‘ 

49(«'‘, s“) = [3 — £(« — a“-(-... — [6 — y (e — s“ + • • • — 

De plus, comme, dans la formule (aS), o^-i-tO£- ne pent etrc impt 
sans que S, y deviennent pairs I’un et I’autre, et qu’alors on pciit fai 
passer dans 0- et e- le facteur 4 commun a et y-, on pourra toujou 
partager la foroiule ( 25 ) en deux autres de la forme 

(73) 4= 3 ® 4-&)£-, ^p^'"z= 6 ^-+-vy-. 

On pourra d’ailleurs supposer S, £ non divisiblcs par p; et, si I’l 
nomme p^ la plus haute puissance de p qui divise S et y, alors, 
faisant 

§=p^x, y=p^y, 

on trouvera 

( 74 ) 479 *""*^= 2 ;“ 4 -vy 5 . 

D’autre part, il est clair que p''" sera la plus haute puissance de p q 
divise les deux produits 
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et la plus haute puissance de [x, qui divise simultanement les 
expressions 

ip(a, s“), ©(a®, s), 9(a“, s“), 

et Ton tirera des equations (72) 

S) + (p(a, g») 9(01°, g“) 



Exemple. — Prenons 

00 “ 3, V = 7 . 

On trouvera 

a = 2, u = Z^ 

(mod.co), 

Pv(A — a"') = 7(A — z=z^h — 6m'", 

_ ^74-6 ^7/1-12 ^7/1+18 ^ 

®2l/t 

gM) ^ 7^+12 

^21/i 

cp(a,g) = ^ =^ 1 ^ 4,16 

'-'21 

9(«>s“) = —/>Rio.n = />Ri8,i9 = yoRi,,i9, 

'-'21 

=Z’R2,8 ^/’Es.ll —/’Rs.tlJ 

**45 

=pRs.i 7 =i?R 50 ,. 7 - 

Ainsi I’on aura 


?(«.?) 

RsO,!? 

<p (a, s") 

— /^I^13,19» 

?(«Ss) 

_ P'- 
R,3,i/ 

9(«Ss“) 

~/?R20,17 ? 

II 

r = 3,: 

if 

P 

1=1 


OEuvres de C, — S. I, t. III. Q 
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et, par suite, 

(76) ^ — 4 /* = •»'-1 -7 

I = Ty~ = Ri3,i9R20,n — Ra.sRi.i 


(77) 


I , »» ^ , _ Bi^,9 I 1^20 ,17 _Ho g , 


-(a’— 3 £ 2 ) = .^-h 

2 Al20,17 *-'13,19 


“ n,,„ 


Supposons, pour fixer les idees, /? = 43 - On aura 


ro = 2, 


„ Sot...( 4 w-Hi) 10.9 
111,4= —T";::—— — -t'T' — 40 = 2, 


I . 2 . . .W 


I . 2 


„ roTST. ..( 8 ct 4 -r) 20 . 19 . 18.17 . ^ , 

n,.,g= —-I-r-=-' 1 . 2 .8 .4 ■ =^-»7-'9-5=-i4, 


I . 2 . .. 2 OT 


— _- = 36 


et, par suite. 


i( 5 ._ 3 e=)=- 7 -is-., 
— 3 e*= — 2, 3 *-h 3£^=4 


3*= I, £- = i, ya;^=r36, — y*—i. 

4 or 


EfFectivement 


43 = 36 -H 7 = 6^ -H 7.1 


II est bon d’observer qu’on aura encore, en vertu des princi 
etablis dans le paragraphe I, 

(78) • 

Done . 

(79) n|,6 = Rl,4*f2,8- 


EfFectivement, si Ton prend p = 43, on trouvera 


TT _ j8.i7.i6.i5.i4-i3 ^ , , 

1.2.3.4 5.6 =6.i3.i4.i7^ 


12, 


ni.„ = i 44 =i 5 =- 28 = n. .n. 
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On aura d’ailleurs, en vertu de la premiere des formules 
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„ .o_ P' f^t 02 ©8 0it , 05 ©20 ®n ©10 ©19 ©1 

© 2 , ©21 ©21 


0 , 


«•- 7/'= ^ (»,». e,. X 9.9,0,,^ 9.6.9,.x 9T9r9,. 


tandis que les principes ci-dessus rappeles donneront 




En general, on verifie I’equivalence 


r = “ (mod.co), 
lorsque oj est premier, en prenant 


Done la formule (i) pent etre reduite a 




0 V—1 

1 /, 


(8o) s) 

et la formule (2) a 

(_oi; j ; — q 

v“-l—A 


Par suite, les divers facteurs que renfermera le numerateur de la frac¬ 
tion equivalente a ^(a, <;) seront de la forme 

De meme, les numerateurs des fractions equivalentes a ip (a, 
p(a^^ <;), p(a", auront pour facteu^^s des expressions de la forme 

0 ^^ani+i^_yw—1 j , 

0„^«n 
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Cela pose, il sera facile de determiner les nombres ci-dessus design 
par 

k, k', k", I 

si Ton parvient a trouver combien il y a de nombres entiers de chacu 
des formes 

y2m+l yta-l (• _ u^m+i^ 

entre les limites o,-• 

2 


§ IV. — Suite du mime sujet. 

Supposons, comme dans le paragraphe II, 

71 = MV (v 6tant un notnbre premier), 

p — I=:n5T = Vl|^, 4* = 

et soient 

®, a, e 

des racines primitives des equations 

Soient encore 0 , t des racines primitives de 

XP—l, XP~'-=i 

et t, s, u des racines primitives des equivalences 

xP~'=i (mod./>); a;''=i (mod./)), x'^~'-=i (mod.v). 

Soit enfin 

e=;^ (mod. m). 
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6: 


On aura 


s) = 5“') = . . .=■#(«*, 

_ ^I-HPV{A —1) —A—M*) • * » 

® V 1 V —1 1 . 


#(«*, S") =#(«*, s“’) 5“*) :=. . . —iF(a*, 5“’ ’) 

® v(v.-l), 


Si CO est un nombre premier, on pourra prendre 

V = 

Soil d’ailleurs a une racine dc I’equivalence 

^(0-1 = j (mod.w) 

et faisons 

9(«, «) = ^(«, S)5’(a“’, S) S)- . S), 

X(a, s) = cp(a, s).9(«“, s“). 

On aura 

%(«>«) =®(a>s) <P(«“> S'‘) = X(«'*> S“)> 

x(«“>s) = ?(«“> s) <p(«, S'O =x(«. s“). 

Observons maintenant: i" que a et m verifient les formules 

CO—1 V —1 

a 2 = —I (mod.co), u * =—i (mod.v) 

et que seront pairs ou impairs, suivant que co, v seront d 

la forme 4^ + i ou -t- 3 ; 2“ que, dans une expression de la form 


on peut remplacer u’" par un nombre Equivalent a u”‘, suivant 1 
module v, et a"'' par un nombre equivalent a a"*' suivant le module co 
On en conclura sans peine : 1“ que chacune des expressions 

#(a, s), #(«“,?), ..., #(«,S“), •••, 

?(«»S), <P(«.«“)5 <?(«=">«“) 
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se reduit a une puissance de p lorsque v et co sont tous deux de 
forme l\x + i; 2° que les expressions 

®(«“. S) ®(«. S“) = s) = x(«> S") 

se reduisent a des puissances de p lorsque v et w sont tons deux de 
forme 4 ^ + 3 . Mais si des deux nombres w, v I’un est de la for 
4a; 1, I’autre de la forme [\x ■+■ 3 , ce sera seulement le produit 

X(«. s)x(«''%s) 


qui se reduira a une puissance entiere de p. Alors, si Ton fait, pc 
abreger, 

s — s“ + . -t- — 5“''^’ = A, 

a — a“4- —... + A', 

on aura 


S =. 


A -I 




A'-I 




A —h* J 

-j 

2 

A'-hi 


et x(a, ?) sera une function entiere et lineaire des>polynomes 
s + s'‘‘ +. . . + 4- S'‘“ -H . . . 4 - s"’-’, 

a 4- a“’4-. . . 4- st®4- 4-. . . 4- a“"~” 


qui restera invariable, tandis que Ton remplacera simultanemeni 
par et a par a® ('). Done 2y^(a, ?) sera une fonction entiere 


(^) II faudra que Ton ait 

%(«, 0 =/+§■[ 4 -a“’' 4 -... 4 -a““-=)(c 4- 

-h (a«-h a«®-h ) (h* -h -h. . . -h c""""' )1 
(a h-. .-h h^'-h. . . H- 

-h(a«-h.a«"-h. . ,-h . .- 4 _ 

~ f ^ -hi) -h ~ (I — ^^0? 


/, h elant entiers. 
ou 


2 X (5 -H -h A A' 

( 3 c, c)'= A-h Baa', 


A, B elant de meme espece. 
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lineaire de A et A', qui ne changera pas quand on remplacera simulta- 
nement A par — A, A' par — A'. On aura done 

(1) 2x(a, s) = A-t-BAA'; 

A, B designent deux quantiles entieres. On trouvera, au contraire, 

( 2 ) 2 x(a'', s) = A —BAA' 


et, par suite, 

4x(«i s)s) = A*— B^A®A'*= A--H vwB* 


ou, ce qui revient au meme, 

(3) 4/^'*= A’+ vcoB* (')> 

A, B etant deux nombres de menae espece, e’est-k-dire tous deux pairs 
ou tou.s deux impairs. 


Example. — Soient 
On trouvera 


w = 3, v=z5. 



k = 2 . 


4jo'=: A*-+-i5BL 


Cette derniere equation ne pent subsister, quand A etB sont impairs, 
puisque alors A* + i 5 B- est divisible par 8. Done 


A = 2X, B = 2Y, 

(4) ■ /)*=X“+i5YL 

D’ailleurs p-, divise par 8, donne i pour reste. Done X doit etre iniipair 
et y impair. Done 

Y-=:4«V» 

(5) — X®.= 6o.r^y*. 

' Enfin p-X, p-hX devant etre pairs et devant etre 


(^) produits de plusieurs facteiirs de la forme dont 

le nombre est necessairement pair ou de la forme 2A:. 
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premiers entre eiix, puisque leur somme p est un nombre premii 
I’equation ( 5 ) ou 

JO-X JD + X . „ , 

- - - - = 

O O 


se decomposera en deux autres de la forme 


ou 


P 

p-^ . , 

a 


2 

c\ 

II 

1 


Mais, dans le dernier cas, on trouverait 

/) = 3^--1-57% = i (mod.5), 

a:^-=j = 2 (mod.5), 


ce qui est impossible. Done, le premier cas est seul admissible et IN 
aura 

(. 6 ) p—x^-hiSy^, \ = —* 57 ®. 

En general, I’equation ( 3 ) pent s’ecrire comme il suit: 

(7) • (2/>* —A)(2/>*h-A)=vcoBL 

Soil la plus haute puissance de p qui divise simultanement A et ] 
on pourra faire 

(8) A=/)^X, B=p^Y, 2k—2'k — 2[j. 
et I’equation (7) deviendra 

ou 

( 9 ) (2/>l*-hX)(2y7!"—X) = wvY^ 

Alors X et Y seront premiers a p et, comme tout diviseur commun d 
facte urs 


(10) 


2/1!*+ X, 


2 pV -— X 
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divisera necessairement leur somme ces facteurs ne pourront 
avoir d’autre commiin diviseur que 2 on 4 - Cela pose, si les fac¬ 
teurs (10) sont premiers entre eux, on verifiera la formule (9) en 
prenant . 

(11) 2/)H'-+-X = Vir-, X= £07^ 

et, par suite, 

(12) . 


ou bien en prenant 

(13) 2/)i^—X 1 = vtoy* 
et, par suite, 

(1 4 ) [^pV-= 


Si les facteurs (10) sont pairs I’un et I’autre, X sera pair ainsi que Y 
et, en posant 

x='2X',. Y = 2y', 


on tirera de la formule (g) 


(i5) (/>(^-+-X')(/>H’-X') = wvY'“ 

ou 

• . yO^M-=X'^-|-VwY'=. . 


Dans cette derniere formule, le premier membre, divise par 4 > donne i 
pour reste. II doit en etre de meme du second membre, ce qui exige 
que X' soit impair etY' pair, puisque vw, divise par 4 . donne 3 pour 
reste. Done, on ne peut verifier I’equation (i 5 ) qu’en supposant 


et, par suite, 


X'= va;-, p^ —X'=wy“ 


'2pV-= yx^ -t- <i^y^-j 


ce qui est inadmissible, puisque 'ip^, divise par 4. donne 2 pour reste, 
tandis que cor' ne peut etre pair sans etre divisible par 4; du 

OEuVres de C, — S. I, t. ITI. 


10 
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bien en supposant 

pV--\-\!z=.a;-, pV- —X'=tovy% 
ip^—x--\-(jivy-, 

ce qui est encore inadmissible pour la meme raison, attendu q 
en devenant pair, sera toujours divisible par 4; ou 
adoptant Tune des hypotheses suivantes : 

/)e+X'=2vx% pP-—W = 2u)y-, 

(16) pP=:'JX--\-UY’-; 

pP+yj—'iX-, pp —X'=2C0V_7^ 

(17) /)(*•= wvr-. 

Done, en definitive, on pourra toujours satisfaire par des valeu 
entieres de a?,/ a Tune des equations (12), (i 4 ). (ili). (17)- 
Comme p est de la forme voix-hi, les equations (12), (16) 
peuvent subsister qu’autant que Ton a 

vx’= I ou 4 (mod. to), 

ou 4 (mod.v) 

et, par suite, 

0 ) —1 V — l 

V 2 (mod.o)) w ^ =i (mod.v) 

« 

ou, ce qui revient au meme, 

H=- [?]=■■ 

On a d’ailleurs, dans tous les cas, 

on ne peut admettre que la formule (i 4 ) ou (17). Si, de plus, i +1 
est divisible par 8 , on ne peut admettre que la formule (17)- 
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Observons encore que Ton tire des equations (i), (2) et (8) 
A = x(a. s) s). 


Done 


^ _ y(oe, s)H-9(oe, s“)(i)(oc^, ?“) _ 


p>^ 


D’ailleurs, on tire des formules (i i) 


et des formules (i 3 ) 
Done 

vx- —toy- ou 


I'K.—vx^ —C07- 
2X =x'‘ — vcoy*. 

.,_<p(a. S) s) H- 9(a, S“) (p(a",S'‘) 

—— 2 ■■ ■ ' .. ... ^ ■■ ■■.”■ • 


A I’aide de cette derniere equation et de la formule 
4/)S'-= wy’ ou a;*-Hvuy’, 

on pourra determiner x et y. On aura, en effet, 


<p(a, s) ?(«“, ?) + ?(«, 5“) ?(«“. S'O 

V = — CO y- r >- 

pX 


(18) ou 




^2— .. ‘P(«» s) '?(““> s) -+• ?(«> s“) S“) 

- r 


Ces dernieres formules offriront le moyen de determiner x et j 
lorsqu’on aura |jl = i. Alors, en efifet, il suffira de remplacer dans ces 
formules a et 1; par les racincs primitives des equivalences 


a;“=r (mod.jo), x''=i {mod. p). 
En vertu de cette substitution, I’expression 


T> — 

— /-v = 

L P J 

-h-k 

H- 

I -j~ ^ 

L J 

-.fi-k 

.-H p(/^“2)/i 

L J 

/ 

■ IH- r^ 

L P . 

i 

I -4- t ”] 

L p J 

/ 

_ . p(p-2)A 

[^] 
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dans laquelle on suppose _ 

k +11 + 1 = 0 (mod./i), 

deviendra 

— (!-)_ i)/®-!-...+ <(p-s)Act(j tp-tym 

= (yD —(mod./9 ), 
la valeur de 11*,^ etant 

_ 1.2.3. k)m 

h,k ^ ^ ^ 2.A ) (1.2./:(ST) 

Soit maintenant 

(19) ^0P ^2p'1 • 


On aura identiqiiement 


ou 


80 “^ 81 p -f“ H- . . .4- U;i_l 


['^T+p‘ 

I 4“ ^ 

L J ‘ 

. p J 


H-.. 



80-4 . . 4 “ 

— .j./T3T1(2) ^hrs_3^ ^ ^ 2)/l73T.j./GTl(l-i-<^“®)^ 


Si, dans cette derniere formule, on reinplace t par t, on aura 

{ ao+ai«®+. .-t- 

(20) 1 (f 

Soit maintenant T une racine primitive de I’equivalence 


Je dis qu’on aura 


^ j 


(mod. joH-). 


(21) 


ao-h + a,T2'=’P>‘-'+...-}- 

= (i 4- i)^^/'f*~'4- 4- T)^®^^'^~’4-...4- "+“ T^-2ycTpp-‘ 


En eSet, t etant une racine primitive de Tequivalence 

(mod./?), 





T = ^ (mod./>) 

T=it H-pj, 
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on pourra supposer 

ou 

et Ton en conclura 

^ py)P>-'= pV-Y 

Tp'p-'=tP'f-' (mod.jDi^) ('). 

De meme, si Ton a 

(mod./)) 


ou 


on en conclura 

ou 

et, par suite, 
ou 


(i + T‘)'= (n-#0'= T./ (mod./?) 

(i-f-T'y=T^+/>^, 

(l -H (JiJ 4- pz)P^~'= pV-Z 

{i + Typ'^' = TJp<^-' (mod.p!^)(^). 


(') En effet, une Equivalence de la forme , 

^'—X. (mod./)'), 

x=x^piz, 

XP = yP -f. 2 , 

xP^yp 

(mod.j[>) 


pouvant s’6crire comme il suit, 
entraine la formula 
ou 

Done r^guivalence 
entrainera les suivantes : 

Jp—tp (mod./?2)^ Tp^^tP^ (mod./33), 

(-) De ce que I’equivalence 

(i -f- tJ (mod. p ) 


et Tp^^^tpv-^ (mod. 


entraine les suivantes, 

ii^tiyp^'—tJp^-' (mod./)!*) et {n-T0O)i*-=T/;)i*- (mod./)!*), 
rEsulte immEdiatement que I’Equivalence 

«/Ara:(n-fiyCT_ fto (mod./?) 
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Au reste, I’equation (20) entraine encore la suivante : 

( ao - 4 - a, +... + a„_, 

II est bon d’observer que, pour obtenir le premier membre de 
formule (21), il suffit de remplacer, dans R^,*, 

p par 

qui est, ainsi que T'^, une racine primitive de I’equivalence 

a;“=i (mod. 

D’autre part, comme on aura 

T/>-‘=i (mod./;!'-) 

et, par suite, 

=... s iv = T (mod. pV-), 


la formule (21) pourra etre reduite a 


(23) 


ao4- a, - 1 -... + a„_iT'"-')®'''‘“’ 

= ([_)_ lycrpi^-' 'f/iCT^, '£yjppv--' 


'f(p-2)/iCy^, '■pp-2y!!Tpl‘-' 


II est facile de trouver un nombre equivalent suivant le module p'^ a 
second membre de la formule (2'!). En efifet, on a 


, rr-x/rrnu. 1 ^CT/)!^”' ,p, Iw pV-~^ llrs pV-~'- l)r„,- 

(I + 1 ‘ y^P'f^' — I H- 1 --f' H- !- - 2 -£- L . 

I 1.2 

et, par suite, 

2 (, -H 

I I . 2 

H- = .^ -H..., 


entraine les suivantes: 

ti (I -h = t^cmpv--^ (mo d. /? y-) j 

-f- Tiyrnp\^"^^jkzspv-^ (mod.pH-}. 

Or, en verXu de ces dernieres formules, I’equivalence (20) entraine a son Lour les eqi 
valences (22) et (21). 
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le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i, renfermees entre les 
limites o, p — 2, D’ailleurs, on aura 

2T* = o (mod. 

lorsque k ne sera pas divisible par p — i ='«ct, et 

— I =/i® (mod.jBi^) 

dans le cas contraire. Done 

(24) -i- (/> — l)(n„_/,ypl»-i+A_„4- . .)> 


lavaleur de Il/i,* etant 


1.2.3.(A-i-A)cy 


“*’*~(i.2.Aro)(i.2 . Act)' 

Cela pose, on ailra 

.(« —A)gj][i.2 . (+ A — rt )ro J 

1.2.3. (n—A)ro 

_ lpV-‘^ 

~~ n — h • 

nj„_/,,/pi*-'H-A- 2 n= 1.2.3 ...(.2 n — A)ro 


^ {lpV--''Ts){lpV-'TS — p) (mod.pl"), 

{ 2/1 — h)wp 

~ i.{ 2 n — h)Tjj 

„ c/pa->mUZpi"-‘ro—i)--r(/pi"~‘ + ^—0 

Ran—A,/.pi^”'+/t-3« = 1,2.3.(3rt — A)iur 

_ {lpv-^w){lpv-^rs5 — p){lp^-'^- ap) 

p. 2 p.{^n — h)Xx5 

^ I,2.(3/I — /l)CT 


{mod.p^), 
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Generalement, on aura 

^'in—h^/pV-~^-{-h~in~ (— 0 -=-^-=- 


1.2.3. {i — i){in — /i)Tj!y 


= r—, Vni^-‘ ^ ( ipi^-^-vs - 1 ) ■ ■ ■ ( ipy-^-s, — t +■ 1 ) 

^ " in — k 1.2.3. {i — I) 


(m 


Lorsque fx surpasse 2, la formule (26) donne 


R/n— '+h~in ,— P^ ^ 7 * 

in — n 


Lorsque (x = 2, elle donne 


TT. , \i ^ (fe —i)(/nj — 2 )... (fe — t-hi) 

li.in-h,lp+h-in= {—^y P - T -- 5 -^- -■ 

in — h 1.2.3.(I — I) 


Pour montrer une application des formules qui precedent, suppo 
sons n = 3 . On trouvera, en prenantA = 1, k = i, lz=i. 


- 3o H- p 4 - ^sP”- 

1 1 

^ 1 

p 

I -f- ^ 

p j 

-hp* 

ri-hiiM 
1 P \ 

2,2 — ^0 “h £l2 P^ — 

"i + r 

p j 

2 

+ p^ 

'i-h/.'i 

L p . 

2 

+p‘ 

" 14 - 

L p J 


(27) 4 /) = (2a„—Oi —a,)'--h 3(31 — 92)*= ^^-hS/S 

' X=:R,,,-hR2,2=(H-l)'^ -h + -h -h -h... 

(28) I -h(i-hi)*'^,-h<='=^(i-hO*'^-l-it*^(H-^*)*'^-h... 

( =(^_,)n,^i. 

D’autre part, en ayant egard aux formules (21), (2.4), et prenan 
p.= 2, on trouvera encore 


( 29 ) 


( 27 =. 2 T'®P(n-T')'’P-h -h 

I = (p i) (Ra.p-s -1- Rs.p-s + Rs.p-s -h. .. -h n,^2p-i H~ Rt.ai!)—i -h. ..) 


Enfin, la formule (26) donnera 


’n. ._I \\i P (w — 0 (i!i — 2).. .(cj — I-4-i) 

— I I , 2 . 0 . . . — I) 




Zi— 2 , 2 p -+-2 


jY (azer — i)( 2 id: — 2 ). . .( 2 CT — /; ■+• i) 


Zi —-2 


1.2. 3 ~ I) 
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Done, on tirera de la formule (29) 


81 


-I 


(3o) 




L 14 I 


P ^ — ^ _ P (^— i)(ny — 2 ) 

5 I 8 1.2 

— 1 . 'ip { 2 m —l)(273r— 2 ) 


....] 


II est important d’observer qu’en prenant 


/ . . B -h n — I 

h—n — I et i~— - 

n 

on obtiendra unevaleur de 

i'll •" p 

determinee, non plus par la formule (26), mais par la suivante : 

IT _ — i). . — pm-\-i) 

, - o-—-:—» 

Xa2>0*.«. . p Tjy 

de laquello on tirera, en supposant n = 3 , p. = 2, / = 2, 

(3i) • 

Comme on a d’aiileurs 

{1 +■ px){2 -i-p.x). . .{p —l+px) 

.fr+^ 

V P — i 


(mod./,’). 

1,2.3. pjjj ^ ^ ' 


= 1,2.3... 

• •(/> — 0(1 

■^px). 




( 

' I I I 

= 1.2.3... 

1 + pxi 

IH- 

2 3 p — ] 

= 1.2.3... 

..{p-l) 




(mod.p^) {^] 


(1) Ea effet, les divers termes de la progression arithmelique 

I, 2 , 3, /3—I 

seront dquivalenis, suivant le module p, si Ton fait abstraction de Fordre dans lequel on 
les range, aux divers termes de la progression g^om^trique 

. I, t, t\ 

d’od il resulte que les divers termes de la suite 

I I 


I, -> 

2 3 


p-i 


OEuvres de C, — S. I, t. III. 


11 
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on en conclut 

{ 1 + px) {i px).. .{p — 1 + px) 


1.2.3:....(p — I) 

et la formule ( 3 i) pent etre reduite a 

TT __'2pts(2pU! — p)...(pt^-i-p) 
D. n = — 


I (mod./?-), 


(32) 


p.^ip.. .pm 
_— j)...( 73 J H- 1 ) 


(mod./?^). 


1.2.3. m 


= n,,, 


D’ailleurs, dans la formule (29), les quantites designees a I’aide 
la lettre II etant egales deux a deux, a I’exception de 


Ri,i (mod.^^), 


on trouvera 

X = {p^l 


2^112,p_.2 

+ 

f 

-H 2 (ni^2/>^l■n4,2/>-* + ♦ 

. .H- np_3,p_^.3) 


seront equivalents, abstraction faite de Tordre suivant lequel ils sont ranges, aux div 
termes de la progression geomdtrique 


I r I 

I. 


OLi, ce qiii revient au rnfime, aux divers termes de la suivante : 

• tp-z, tp-^, /. 

D’ailleurs, la somme de ces derniers termes, savoir 




tP— t 


t — i 


sera, ainsi que la difference tP — /, equivalente a z 6 ro, suivant le module p. On ai 
done aussi 


^ + 5 - 7:17 =0 (mud./)); 


puis on en conclura 


et 


\ 2 i p-l) 


(mod./? 2 ) 


.(/)-0[«H-i^^(l+ ; + I +. ..+ ^)] 

^ I .2.3. {p — i) 


(mod./? 2 ). 
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2 p{p 


ou, ce qui revient au meme, 

2 W(2TO + l). . l) 


( 33 ) 


x = {p — \) 


■*) : 


I TS — I 


1 . 2.3 . m 

(th — i) (Tar — 2) 


(mod.p"). 




■■■{—) 


2 0 I 


-(/> — 3 ) r.2 


->[ 


2 2m — 1 2 {2m — i){2m — 2) 

2 — 7 -- H--- 

4 I 7 


2 {2m — 1 ).. ,{m i) J 


] 


^ p — Z 1.2.3.(tu~t i) 

Ainsi, par exemple, on trouvera, en prenantp = 7, tr = 2, 


X ~ 6 [ 1 X 7,7 *+” 2 (1^2,5 ■+* ni,t3'+' 114 , 10 )] • 

^ b.6-i~i4^7 *+“2 — — ^ = 36 14 = 


(mod. 49); 


en prenant/j = i 3 , CT = 4 > 

X = \2 Cn.3 ,13 + 2 ( 1 X 2,11 '+' XX5,g •+■ XXi, 25 •+* XX4,22 XX7,id ■+■ XIio,16)] 

= .24*70-26(^1-1+2-^+6-7)] • (mod.r 3 *). 

= i 2 r 70 H- 26 ^ 2 - 1 - r^l = i 2.70 = (i 3 — i)(i3-t-i)5= 6 




84 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


NOTE I. 

PROPftItrfiS FONDAMENTALES DES FONCTIONS 0 a, ©A. 

n etant un nombre entier quelconque et u, v deux quantites entier 
positives ou negatives, nous disons que.zi equivalent a v, suivant 
module n, lorsque la difference u — e ou e — « est divisible par n, 
nous indiquons cette equivalence, nommee congruence par M. Gauss, 
I’aide de la notation 

(niod./i) 

employee par ce geometre. De plus, p etant un nombre premier, nov 
disons, avec Euler d’une part et de I’autre avec M. Poinsot, que r e 
racine primitive de I’equivalence 

a?'‘=i (moil./j) 
et p racine primitive de I’eq nation 

‘ ZZZ I 

lorsque r” est la plus petite puissance de r qui soit equivalente 
I’unite suivant le module p, et p" la plus petite puissance de p qui s 
reduise a I’unite. Dans cette hypothese, les diverses racines de Tequ; 
tion 

x”-= I 

sont les diverses puissances de p, et comme deux puissances, dont t( 
exposants restent equivalents suivant le module n, sont egales enti 
elles, il est clair que ces diverses racines peuvent etre reduites a 

I, p, p-, p'‘-K 

De plus, m etant une quantite entiere, on pent afiirmer que la somm 

Q/im— j 

I -h . . -h ^-- 

I ‘ ‘ O - T 
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se reduira au nombre n ou a zero, suivant que m sera divisible ou non 
divisible par n. Enfin, si n est un nombre pair, on aura 

• n 

I. 

Pareillement, si I’equivalence 

(mod . p) 

offre n racines distinctes, ce qui arrivera si n est diviseur de p — 
ces diverses racines seront les diverses puissances de r, et comme 
deux puissances, dont les exposants seraient equivalents entre eux 
suivant le module n, I'esteraient equivalentes entre elles suivant le 
module p, il est clair que ces diverses racines pourront etre reduites a 

T /• 7*2 

De plus, m etant fine quantile entiere, on peut affirmer que la somme 

/’«/« _ r 

X -L. 

/•m _ j 

sera equivalente, suivant le module /?, au nombre n on h. zero, selon 
que m sera divisible ou non divisible par n. Enfin, si n est un nombre 
pair, on aura 

n 

— I (mod./>). 

Ces principes etant admis, les propositions rappelees dans les pre¬ 
mieres pages de ce Memoire et relatives aux proprietes fondamentales 
des fonctions 

©A, ©A, 

pourront etre facilement etablies de la maniere suivante. 

Nommons : 

p un nombre premier impair; 

0 une racine primitive de Tequatioh 


XP=\‘, 
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T une racine primitive de Tequation 

et t une racine primitive de I’equivalence 

= i (mod./?). 

Comme les diverses racines de cette equivalence peuvent etre reprc' 
sentees par les divers termes de la progression arithmetique 

ly 3j ...9 P ~~ ^ 


ou, si Ton ne tient pas compte de I’ordre dans lequel elles sont rangees, 
par les divers termes de la progression geometrique 


I’equation 


I, t, i\ ..., tp-\ 

1 + 0 + 02 -1-... + =■ o 


pourra s’ecrire comme il suit: 


On aura, d’autre part, 

^ 2 
et 


ou bien 


I -r'" + -r2'« -t-... +- z=/3 — 1 

H-T”'+ T2"'-h. . o, 


suivant que m sera divisible ou non divisible par p — i. Soicnt d’ail- 
leurs h, k des quantites enti^res et posons 

0/iZz: 9 -f- 7^* 9 ^ 4- 7^^* 0^*4- ... 4- . 

il est clair que 0;^, 0;^ seront egaux lorsque h et J: seront equivalents 
entre eux suivant le module /? - i. De plus, [’equation (i) pourra etrt 
presentee sous la forme 


00 = -- I- 
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Enfin Ton aura evidemment, quels que soient k Qik, 

( 2 ) 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j comprises dans la 
suite 

Oj 1J 2j 3j • ■ ' 9 P 2. 

Les valeurs de i et de/ qiii, dans I’equation (a), rendront, sous le 
signe S, I’exposant 0 equivalent a zero, suivant le module p, sont celles 
qui verifieront la formule 


de laquelle on tire 


et, par suite. 


(mod./)), 






J — 


ou, ce qui revient au menie, 


J = i- 


^ (mod./)) 

2 

P—' . 


le signe superieur ou inferieur devant etre adopte, suivant que i est 

inferieur ou superieur a Done, dans I’equation (2), I’exposant 

de 0 , sous le signe S, deviendra equivalent a zero, suivant le module p, 
pour p — I systemes de valeurs correspondantes de i et de j, la valeur 
de i pouvant etre un quelconque des termes de la suite 

o, I, 2, 3 , ..., — 2; 

et, dans la somme que represente le second membre de I’equation (2), 
la partie correspondante a ces valeurs de i et de j sera 


g(^[ 7 i-t-y*) — 2 ^ 


OU, ce qui revient au meme. 



88 MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 

Done, en yertu de ce qui a ete dit plus haut, cette par tie se reduira 
simplementa 

ou bien a zero, suiyant que k sera diyisible ou non diyisible 
par — I. • 

Considerons'a present les systemes dayaleurs de i et dey qui, dans 
Tequation (2), rendent, sous le signe S, Texposant de 0 equiyalent a 
Tunite suiyant le module p- Ces systemes seront ceux pour lesquels 
Tequiyalence 

(mod./?) 

se trouyera yerifiee. Or, cette equiyalence, presentee sous la forme 

tjz=i — 

fournira une seule valeur de j, comprise dans la suite 
o, I, 2, 3 ,. .. ^ — 2, 

pour toute valeur de i qui, etant comprise dans la meme suite, ne 
rendra pas nulle la difference 

et, comme la seule valeur i— o fera evanouir cette difference, il en 
resulte que I’equivalence dont il s’agit se verifiera pour p —‘2 systemes 
de valeurs correspondantes de i et de j, chacune des valeurs de j etani 
un terme de la suite 

I, 2, 3 , •••, p 2. 

Cela pose, concevons d’abord que la somme h-\- k ne soit pas divi¬ 
sible par /) — I et designons alors par R;, la somme des termes qui 
dans le second membre de I’equation (2), seront proportionnels a 1, 
premiere puissance de 0 . La valeur de R/,,/c, qui sera deterininee par b 
formule 


(3) 
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jointe a la condition 

(4) t‘^tj=\ (mod./)), 

* 

se composera seulement de p — 2 termes de la forme 

et, comme clxacun cle ces termes sera necessairement egal a I’un des 
termes de la progression geometrique 

I, T, Z'-, ZP--, 

il est clair qu’on aura 

(5) = Ho 4- iliT + OjT- 4- . . . - 4 - clp^iZP~^, 

a,, a,, ay,_2 designant des nombres entiers dont plusicurs pourron 

s’evanouir et dont la somme verifiera la condition . 

(6) c\o Uj + Ho "4“ . . . 

Soit maintenant m I’un quelconqiie des nombres entiers compris dan 
la suite 

I, 2, 3 , — 2. 

La somme des termes proportionnels a 

e‘"‘, 

dans le second membre de la formule (2), sera evidemment 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qu 
n’etant pas situees hors des limites o, jo — 2, verifient I’equivalenc 

4 -(mod./)). 

Or, cette equivalence pouvant etre presentee sous la forme 

I (mod./?), 

si Ton etend le signe S a toutes les valeurs de i — m et de y — m q 

OEuures de €. — S. I, t. III. 
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la verifient, on trouvera, en faisant usage de la notation ci-des 
adoptee, 

R/i,A~ S 


ou, ce qui revient au meme, 

R,, S (t‘ 


et, par suite. 


Done, dans le second membre de I’equation (2), la somme des ten 
proportionnels a 




sera generalement 




Done, la somme des termes qui renfermeront des puissances posit; 
de 9 sera 

RA,A-S(T''‘'^‘+-^Ve/”*), 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs de m non situees hors 
limites o, p—2. D’aillcurs, on aura evidemment, sous cette c 
dition, 

@/,=:S(T'''^‘e''’‘) 


et, par suite. 




Ainsi, dans I’hypothese adnaise, c’est-a-dire lorsquc hk n’est 
divisible»par/> — i, la somme des termes qui, dans le second men 
de I’equation (2), renferment des puissances positives de 0 se re 
simplement a 


et comme alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, la somme des au 
termes se reduit a zero, il en resultc qu’on a 


(7) 


©A ©A- = R/i, A ®A+-A» 


la valeur de Ra,a etant determinee par la Ibrmule ( 3 ) jointe a la 
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mule (4), ou, cc qui revieiit au meme 

pourvu que Ton etende le signe S a toutes les valeurs de i et de j qui. 
etant comprises dans la suite 

O, Ij 3j •••9 2 J 

verifient la condition (4)- 

Passons au cas oil la somme 4 -+-^- est divisible par p — i- Alors 
d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, on devra remplacer I’equation (8 
par la suivantc : 

0, 0,.= 0;,^,. S 

quo I’on pourra reduire a 

0/. 0_,.33- S(t('W)A) (_ ,)/-(^ _ ,), 

f 

attendu que requivalence 

h k = o on /r = — h (mod./i — i) 

entrainera les formules 

©A-=(")-/„ 0A+i.= 0o = -I. 

Done, si I’on suppose la formule (7) etendue au cas oil la somme A-h 
est divisible par p — 1, c’est-ii-dire si, en clioisissant de manier 
ii verifier dans tous les cas cette formule, on pose 

( 9 ) O/, 0—/,— 00 , 

on aura 

S(T(W)'‘) I). 

Dans le second membre de cette derniere formule, le signe S do; 
toujours etre etendu aux valeurs de i et de j qui, etant comprises dan 
la suite 

0, 1, 2, 3, ..., p—2 
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verifient la condition (4) ou, ce qui revient au meme, a toutes 1 
valeurs de i —j qui, etant comprises dans la meme suite, veritient 
formule 

i’'~j = t~j — 1 (mod .p — i) 

et, par cons^uent, a toutes les valeurs de i — J distinctes de la vale 

p —' 

2 

qui donnerait 

—I (mod./j —i). 

Or, comme en admettant cette derniere valeur de i—j on auri 
eeneralement 

S(T('-y)/‘) = o, 

on trouvera au contraire, eu Texcluant, 

et, par suite, la valeur trouvee de _a deviendra 

(10) Ra,-/, = -(-i)V, 

pourvu que h ne soit pas divisible par p — i- Alors aussi I’equation ( 
donnera 

(11) . 0A0_A=(—l)V- 

Si h devenait lui-meme divisible par p — i, il scrait pair et, com 
on aurait 


la valeur trouvee de Ra_a se reduirait a 

^ — 2— (/; —i)=— I. 

Au reste, on peut conclure immediatement de la formule (7) : 1< 
la valeur de Ra,* ne varie pas lorsqu’on fait croitre ou decroitre A 0 


quantites A, k est divisible par p — i. Ainsi, par exemple, si Ton sup¬ 
pose k divisible par p — i. Ton aura 

et, par suite, la formula (7) donnera 

Si, dans la formule (7), on change les signes de h et de k. Ton 
trouvera 

®-A ®—A= K_/, _A. ©_/i,_A, 

puis, de cette equation combinee par voie de multiplication avec la 
formule (7), on tirera, en ayant egard a la formule (ii), 

(l 3 ) = 

L’equation (i 3 ) suppose evidemment h, A et A-i-A non divisibles 
par /> — I. 

Les equations (7), (10), (ii), (12), (t 3 ) coincident avec les for- 
mules (9), (ii), (i 3 ) et(i2) du paragraphe I de ce Memoire lorsque 
le diviseur de p — i, represente dans ce paragraphe par la lettre vs, se 
reduit a I’unite. Dans .le cas contraire, pour passer des unes aux autres, 
il suffira de remplacer 

h par vsh, k par vsk, 

puis d’ecrire, pour abreger, 

©A au lieu de ©nr* et R*,* au lieu de Rcta.cia. 

Lorsque dans la formule (ii) on pose 


2 

elle fournitun theoreme, tres remarquable, de M. Gauss et se reduit a 
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ou, ce qui revient au meme, a 

( ,4 ) ( 0 _ 4. 0 ^’+...+ 0 /''-* _ e‘'’~^y= (_,) 

Cette derniCTe equation coincide avec diverses formules du Mei 
par exemple avec les formules (12) du paragraphe III. 


NOTE II. 


SUR DIVERSES FORMULES OBTENUES DANS LF. DEUXIEmE FARAGR/iPHE. 

II est facile de s’assurer que la formule (Gi) du paragra] 
entraine les formules (G2), non seulement, cornmo nous 1 
avance, dans le cas particulier oii p. sc reduit a I’linite, mais g 
lement et quelle que soit la valour de jj.. C’est ce que nous 
demontrer. 

Lorsque v sera de la forme i. les tonnes des suites (G 3 ) 
etant eux-memes de cette forme, puisqu’on a generaloment 

— «"‘) = n-(v — i)(i — «'“) et V — 1 = 0 (mod, 

seront equivalents, suivant le module n = 4v, a certains termes 
suite 

I, 5, 9 , 4v —II, 4 v- 7 , 4v — 3 . 

D’ailleurs celle-ci renfermera : i" un terme egal ii v; 2" v — i t 
premiers, non seulement a v, mais encore a 

/i = 4v, 

et qui, etant en meme nombre quo les termes des deux suites 
(64), devront etre equivalents, les uns aux termes de la suite 
les autres aux termes de la suite (G 4 ). Parmi cos v — i termes 
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95 


qui se reduiront a Tun des suivants : 

I, 2y Of • • • j — — 2V, 

2 

etant precisement 

1, 5, 9, 2'J—9, 2V — 5, 2V —I, 

seront en nombre egal a 

V — I 


Ics uns, dont le notnbre sera v', etant equivalents a certains termes de 
la suite ( 63 ) et les autres, dont le nombre sera v", etant equivalents 
ix certains termes de la suite ( 64 )- On aura, en consequence, 


Observons maintenant qu’cn vertu des formulas 


“ ^ -t-I s o (mod.v), V —1 = 0 (mod.,4), 
on trouvera, quel que soit le nombre entier m, 


v( I — U^^)] -h 


r //I / 

V —INI 




2V (mod./l Ii=:4v). 


Done, chacune des suites ( 63 ), ( 64 ) se composera de termes qui, pris 
deux k' deux, pourront etre representes par des noihbres de la forme 


hj 2v — A, 


auxquels ils seront equivalents, suivant le module n = 4v. D’ailleurs, 
si I’indice h se trouve compris dans la suite 

I, 5, 9, ..., 2v — 9, 2v —5, 2v — I, 

on pourra en dire autant de I’indice 2V — A qui sera distinct de A si 
A difibre de v. Done, chacun des nombres designes par v', v" sera pair 
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seront entiers. Enfin, comme on aura 

v' + y"_y — I 

on pent affirmer que, si v est non seulement de la forme [\x-\-\, 
aussi de la forme 8a? h- 5 , les deux entiers 



seront I’un pair, I’autre impair. Done alors, la difference 



sera impaire elle-meme et ne pourra se reduire a zero. 

A I’aide des observations qui precedent, on pent ramener 
forme tres simple les valours de 

.f (s/ITT, ,«) 

fournies par les equations (aS), (26); ct d’abord, puisque les 
rents termes de chacune des series ( 63 ), ( 64 ), pris deux a 
peuvent etre censes de la forme 

h, 2 y —A, 


les equations ( 23 ), (26), combinees avec la formulc 


donneront 


®/i ®2V—A— R/i,JV—A 


■*>s) —Ri, 2 v— iRv— (V— i)k’,v+(v—i)k*. • • R, 


V-(V-I)« » ,VH-(V-1)k > 


^(\/ - Rv—(V—l'«,v+(V— 1 )K ...R 


-(V-l)« 4 ,v+(v-l)» » 0MIV- 


Si d ailleurs v est de la forme 8 a; 4- 5 , alors --j '* sera un norabi 
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et Ton aura, non seulement 


0jv= 0-JV, ©2V ®-2V= 0|v= (— I = p, 


mais encore 


®V(v —li- ®2 


V — 1 



©V(V 11 


2 


V —5 V —5 



ce qui reduira les formules precedentes a 

_ V—5 

V —5 

3^(\/— I , s“) = p “ Rv_fv— lilt V+(V—llK • • -R — 

’ = / r UK V—(v-i)M » ,v+(v—1)11 » 

Ces dernieres equations et les equations analogues, qui fourniraien 
les valeurs de 

§{— £?(—V^.S'O, 

coincident, comme on devait s’y attendre, avec les formules ( 66 ' 
lorsqu’on prend v = 5 et avec les formules (74)1 il^) lorsqu’or 
prendv = i 3 . 

Si V etait de la forme 8 a;-1- i, alors, etant un nombre pair, or 
aurait 

V 1 V — l 

0v f V — I )-^ ®4v ^0 ^2V p 


ce qui rediiirait les formules precedemment obtenues a 

V —1 

——P * Rl.2V-lRv-(v-t)l.‘,v+(V-l)K». 

_ V —1 

^(\/^' s“) = —/O * Rv-(v-i)»,v+(v-i)k • • •R„_,,,_,,.;'^,v+(v-i)tf-?' 

Dans tous les cas, en divisant la valeur de #(v/—i,?) par cellf 
de §{sj — \ , ?“), on trouvera 

_ R|. 2 V-iRv-(V- 1 )iC.V-I-(V- 1 )ii°. • -R,, 
s“) Rv_(v-i)«,v+(v-,)». • . 

OEuvres de C> — S. I, t. III. 13 
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S\, dans cetle derniere forrau\e, on remplaoe 




.o„.s.estois,ueAet.sona,p|ents,snWan 

a des nombres compns entre le. limi es 






0, 2V, 


on en tirera 


pTf(p) 


/(p) et f(p) designant des produits de la tonne 
composes de facteurs 


Ra,!V-/». RAsiV-Zo • • • 

d„„tancon no deviendna .UV.siMe pan p ,«cs,n’on y 

pnis. en aypnUsand anx townies (.9) ou (5«) e. ,-o.p..escn.a.U par - 


pUlia, cu 

,a valenr du rapport ? r.dnit. sa pins sin-plc expression, I on trouver 


successivement 


g -|- y (g g' 


' " • ---^— r- — v" 


et 


6 —y(s-s“ + - 


. 5«-“) v/- I 


1 \ ^ ------- r- 


f(p) 

'z*' 


p ~ t(p) 


on aura d'ailleurs. en vertu de la seeonde des fonnules^'l), 
et, par suite, on trouvera encore 


V'— V" 


^ a/t'r — C« 






1 f .y*t • 
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Si, dans cfts dernieres equations, on remplace p par r, on devra y rem- 
placer en meme temps ? par \/'^ par a et le sigire = par ==, le 
module etant le nombre p. On trouvera ainsi 

[.* + (5 — 5“H-... — s"'-’) aj]“- f (/•) = -h V>'2)/(r) 

v.._v, ‘ (mod.p). 

[a: — (s — s-^ + ...— s'^'-')aj]^/(r)~p ^ ^ f(/-) 


Observons a present que cc et y, n’ayant pas de facteurs communs, 
ne peuvent etre simultanement divisibles par p. Par suite, on pourra 
en dire autant des expressions 


■z: -h (s — s'‘-h... — s"-' ’)ay, x — {s — + .— s"-'‘~')ay, 

qui ne peuvent devenir simultanement divisibles par p qu’avec leui 
somme 

ix 


et leur difference 


2(5 — ^-h.. . — “) ay^ 


par consequent avec x et_y, attendu que les quantites 

s — s" +... —et a 

sont racines des equivalences 

x^='i (mocl.yo), a;‘=i (mod.p). 

Cela pose, comme f(r) et fir') ne seront pas non plus divisibles parjo, 
il est clair que, des deux produits 

[a; 4- (« — 5“ + ... — f(^)> «/]’/(r), 

I’un au moins sera equivalent, suivant le module p, a un terme de la 
suite 

I, 2 , 3, p —I. 


Done, en vertu des formules dbtenues, on pourra en dire autant de 
I’un des produits 

V'—V* V"— V' 


100 

D’ailleurs le binome 
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etant diviseur de 

dela formule (4?) ou (48), diviser I’un des produits 

V-l ' '<—3 

4p , 


devra, en vertu 


et par cons 


equent il sera, ou de la forme 


pv- 


si Tun des deux 


nombres a;, y est pair, I’autre impair, ou de la forir 




SI 


i r sont tous deux impairs, attcndu qu’alors + . dm 

par i. dounera a pour reste et ue pourra devenir egal a 4p . C 

comnie les produits 


V"—V' 




se reduiront, dans le premier cas, a 

.. . v'-v” 


et, dans le second cas, a 
il est Clair que I’un des exposants 


U.+^ IL 

2/ ’ , 


V'—V' 


jj, 


•j" - V' 


p.H-^ 

. Par consequent, si, en prenant pour p. la Vi 


devra etre egal a zero 
numerique de la difference — — 


2 
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on pourj^a satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eux, 
a I'une des formules 

p\^ ^ Vy-, 



sai’oir, a la premiere, par deux nombres entiers, Vun pair, Vautre 
impair, ou a la seconde par deux nombres entiers impairs, Mais la 
seconde formule ne peut subsister lorsque v estde la forme 5 , 
puisque alors, pour des valeurs impaires de x, y, x^-\-vy- est de la 
forme 8a;-f-6, tandis que 

2(4v 75T -H r)H- 

est de la forme Sx -h 2. Done, si v est de la forme 8a; 4- 5 , des nombres 
X, y, entiers et premiers entre eux, verifieront la formule 


pv^ m 4- V 


pourvu que Von y suppose p. egal a la valeur numerique de la diffi' 
rence — -v'', par consequent 



D’ailleurs, la valeur precMente de p. est precisement celle que fournit 
la premiere des equations (60). En effet, les expressions ( 65 ) se 
reduisant, en vertu de la formule 


aux deux suivantes, 


v' -I-V 


It _ 




si Ton esale Tune ou I’autre a la difference X — - 

^ 2 




? on aura 


et la premiere des formules (6o) donnera 



^v-5 



-+■ 
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Pour etablir les propositions ci-dessiis enoncees, nous av 
recours a la formule qui fournit la valour du rapport des expn 
imasrinaires 

s(vOT,t), 

et nous avons transforme la fraction qui represente cette vab 
maniere a mettre en evidence tous les facteurs egaux a p, soit 
numerateur, soit dans le denominateur. On pourrait faire sul 
semblable transformation aux valeurs memes des deux expn 
imaginaires 

ou bien encore les deux suivantes : 

#(— \/^, s), #(— s'O- 

Concevons en particulier que, dans les valeurs precedemment tr 
de I, q) et de i, ;“)> I’en remplace 

R/,,* par -, 

toutes les fois que h et k sont equivalents, suivant le module r 
a des nombres compris entre les limites 

O, 2 V. 

On trouvera, si v est de la forme 8a; + 5, 

V—s V' V—:> V" 

en designant par 

■?(p). x(p) 

deux fractions qui auront pour numerateurs et pour denomi; 
des produits de la forme 

R^,?i—/i R^*,/i—/j • • *, 

hniminciACi rip fiir.tpnrQ rinnf anoim np rlpxripnrlrlixTic-iklp 
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substituera /• a p; puis, en ayant egard aux equations (3o) du para- 
graphe II et a la formule 


V — 3 V — 5 V — I V — 5 v' H- v" 


on trouvera encore 

i)=p 




xip) 


Si V, au lieu d’etre de la forme 8a; -+- 5, etait de la forme 8a; h- i, les 
valeurs de 




seraient semblables a celles que nous venous de trouver, a cela pres 
que, dans les exposants de p, la premiere partie 


V-D 


se trouverait remplacee par 


Dans I’un et I’autre cas, on aura 


s) _ g'‘) _ i(— \/— _ ^( ~ V^— I. g'O . 

T I 


V' V" 

d®(p) p^xip) 


V' 

T I 


9(P) 


x(p) 


puis on tirera de cette derniere formule, combinee avec les equa¬ 
tions ( 49 ). 

3 -+-•£ _ ^(\/— I, s) _ g") 




= <p(p)x(p) 


et, par suite, 


'-h £ ) 9 (P) X(P)> 


' — 2 v^— r)*= (3^+ £®) -1 — 

9(P)X(P) 


Si, dans ces dernieres formules, on remplace p par r, on devra rem- 
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placer en meme temps par a et le signe = par le signe = 
module etant le nombre p. On trouvera ainsi 


j (mod./;). 






Done, puisque <p(r), yj^r) ne sent equivalents ni a zero ni a sui 
le module p, la somme 


ne pourra devenir divisible par p qu’avec les deux binomes 

0 —}— SCly S - E Cly 

par consequent, avec les deux nombres 

0, e. 

D’ailleurs, il est permis de supposer que les nombres o, £ sont 
miers entre eux, attendu qu’on n’alterc pas les equations (4g 
transportant dans 6 et dans 7 les facteurs qui seraient commun 
et ae. Done, cette hypothese etant admise, sera premier 

et, si Ton nomme comme ci-dessus j la forme la plus simple 

/O 

fraction -5 I’equation (47) ou (48) entrainera, 011 les deux suivai 

5- -h = I, V = /A^ 

si des nombres x, y I’un est pair et I’autre impair, ou les deu5 
vantes : 

2 , ^ 4 - 2p\^ 

si les nombres x, y sont tons deux impairs. Dans le premier ca 
aura 


par consequent 


(5±:£a)^^±:i (mod./;) 
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et 


9 ('’)X('’) =±i 




(mod./?). 


Dans le second cas, qui ne se presente jamais lorsque v est de la forme 
8 x -h 5 , on aurait 

(5 ~ziz I, £ =±: I, 

par consequent 


(^±:£a)2==t2a (mod./?) 


et 


9 (^)X('*) 


(mod./?). 


[?('•) x('’)]^=— I 

Pour deduire de ce qui a ete dit plus haul la valeur du produit 

?(r)x(^)» 

il suffirait d’observer que les deux expressions 


/>*x(p) 

renferment tous les facteurs de la forme 


P/i,SV—A— IIa,/i-i-!V—A— IIa.6v—A i 


A designant un nombre distinct de v et compris parmi les termes de la 
suite 

1 , 5 , 9 , 4 v —II, 4 v — 7 , 4 v — 3 . 


Comme d’ailleurs, pour mettre en evidence les facteurs egaux a p, il 
suffit de remplacer 

P — P 


Ra,2 V-A 


par 


Rn—A,«-sv-t-A Rtv—A, 2 v+A 

lorsque A est renferme entre les limites o, 2V, on trouvera 


?(p)x(p)- 


R, 


2V-t-»,4v—3 R2V+7.tV—T • ■ 2,3V+2 


T • ■ R 3 V—2 


. R 2 V-t-l,W —1 R2VH-S,4v— 5 • • -Rav—4,3V4-4 

Il y a plus : comme on aura generalement, ainsi qu’il est facile de le 
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protiver, 


Ra,/*^2v-a,2v-/,> 


on trouvcr^ encore 


[9(P)X(P)1’'" R2v+,,2V+iR 2V4-3,2V+3- • -IRv-l.i'- 1 


y At Ip siP'ne — Dtir le sigi 

Si maintenant on remplace p - o 

dewaremplacergeneralcmcot 




et Ton aura, par suite, 


9 (r)x(^) = R,, 2 V-iR 5 , 2 v- 5 - • •nv-t,v+ 


TT. I n, 

[cpC'OxC'’’)^'— ni,in5,5.-• ' 


t APttP dernifere formule a cellos quo, nous ayons 

mecsdansletheoremcsuivant . 


T - V al *»»< *■« ' 

4 ,“ Zva^e de la forme 4v*+x. ^-PP'-one ,ue laeuue 


r, 5, 9> •••’ 


offre v' racines de 1’equivalence 


^V=I (mod.v) 


et St" racines del’equivalence 


(mod.v), 


on aura 


et, si I’on nomme 


la valeur niimerique de 


2 


, . NOTE II,.. . lOfT 

on pourra satisfaire, par des nombres x, y entiers et premiers entre eiix, 
a Vequation 

non seulement lorsque v sera de la forme 8 x -h 5 , mais aussi lorsque, 

V etant de la forme 8 or + i , le rapport 

1^7,27—7* * *^^v~2,v-t-2 

sera une des racines de Vequivalence 

x-= I (mod.jo). 

Si le nieine rapport cessait d’etre equivalent, suivant le module p, 
a -I- I ou a — I, il suit de ce qu’on a dit qu’il deviendrait racine de 
I’equivalenee 

.•3?® = —r (mod.p), 

etalorson pourrait satisfaire, par des nombres x,y entiers et premiers 
entre eux, a I’equation 

x'‘- - 1 - — 2 p't'. 

All reste, nous n’avons pas encore trouve d’exemple dans lequel le 
rapport dont il s’agit ne fut equivalent, suivant le module./^f a =ti; 
et, si Ton demontrait qu’il en est toujours ainsi, on eri conclurail 
immMiatement qu’on peut satisfaire, par des nombres x, y entiers ef 
-premiers entre eux, a Tequation 

. x"^ ->r V/- P^, 

non seulement lorsque v est de la forme 8ir-i- 5 , mais encore lorsque 

V est de la forme Siu H-I. .. 

Il nous reste a montrer comment on peut determiner directement la 
valeur du nombre ■ 



Parmi les termes de la suite 

I, 5, Q, av —9, 2'J — o, 


2 V — I, 


M^MOmE SUE L* THWEIE EES .OMEEES. 
nombre igal i *'• wnA®"'' 


plusieurs, en 


d’autres, en 


J4"==i (mocl.-'j); 

„ombre egal k I’equlvalence 

, satisfait a la condition 


V—1 

2 =-I 


X ^ =■ 


etun seul, savoir le terme 


Cela pose, il est clair qu on 


^"r=o (mocl.v). 
aura non seuleinent 

V — I 


v'-4- v" = 


mais encore 

v-i ^ 

v' — v" S I ^ 5 

4- (2V —9) ^ -t' 
par consequent 


(mod.v); 


_5)—+(2v-i)^ 


dz ’ 

= o apres les differentiations effe 


pourvu que I’on suppose 
On 9.ura d’ciiUnurs 


et comme le iacteur 


( 2 v+ 3 );:_C- 


- Q- 


I, 


• i rnip ses derivees relatives a s, devicnt, pour unc valour n 

:;Xurros„.«„Ue™od„.c.on.o„v...^ 


V —1 

d’^ f * 


v'-/- 

dz 


(mod.v); 
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par consequent 


V —1 

I d 


dz 2 




1.2 I. 3.4 


et 


d f \-i 

4 >-2 ^ i .2.3.4^---) 


dz 2 


(mod.v) 


(mod.v), 


z devant etre reduit a zero apres les differentiations; puis on en 
conclura 



S 


(— iy+g-*-ii+... 


.(/+ / I y/ I y 

(>•2 . /)('-2 . v - 2 / vi - 2 - 3 . 4 y 


le signe S devant s’etendre a toutes les-valeurs entieres, nulles ou 
positives, de... qui verifient la formule 




V — I 


et chacun des produits 1.2. f, 1.2. g, ... devant etre remplace 

par Tunite lorsque le dernier facteur f, on g, ... se reduit a zero. La 
valeur de I’exposant [jl se trouvera ainsi completement determinee, 
puisque d’ailleurs cet exposant doit 6tre positif et inferieur a 

v' -h V'_ V — I 

2“ ~ 4 


Si Von prend successivement pour v les difFerents termes de la suite 
5 , i 3 , 17, 29, 87, 4 i, 53 , 61, ..., 

on trouvera successivement, pour v = 5 , 




T . 2 I 


4 2 


:i, = 


pour V = i 3 , » 

_1.2.3.4 ■ 5.6 / I r 

^-I o 3 1 O 


i 


a I o .3 V. 


\ —di I, 


= j; 
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pour V = 17’ 
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[JL 2, 


he:orie res nombres. 


’NOTE 111* 

S„K .. MU.TtPUC.X.O. BBS BO.CX.C.S 0. 0.’ 


. . vmiolles nous sommes parvenus 

Les principales dIduUea de. la considfeatio.i <los pro^ 

precedent Memoireyaonlde<m 

la forme 


0/r0/.-0?---- 

„euntunnombre premier inapair, on deeigno par 

Lorsque.p etani u 


riesracinesprimitWeedeee,uatione 

xe=., 

et par tuneracine primitive deVeqnivalenoe 

■e„as,nandonfaitcroltrcond,,nin„er/.d’nn.n„Ui, 

.-ensnppoeant A diveilde par,,-.. 

0,,= 0„--=-'; 

,.enenpposant A non divisible par,,-'. 

0,, 0_,V- 

Si, an contraire, en n.mmant A nn dW.seur do ,, - ., on 


D •— I 


et, de plus, 
(0 


NOTE III. 


ill 


0A= 0 4- p'‘0'-+- .. 4- p(p-2)*e‘''^', 

alors ©A sera une fonction des racines primitives 

0 , P 

des deux equations 

= 1 , x'‘=t, 

qui ne variera pas quand on fera croitre ou diminuer h d’un multiple 
de et Ton aura : i“ en supposant A divisible par n, 

(2) 0A=0„=-i; 

2° en supposant A non divisible par n, 

( 3 ) A 0_A = (- I )^'‘P = 0A 0,,../,. 

Ajoutons qu’en vertu des principes etablis dans la premiere Note, si 
Ton multiplie ©a par ©a, on trouvera 

( 4 ) ©A 0* = IIa,A 0/h-A, 

Ra,a designant une fonction quj ne renfermera plus 6 , mais seulement 
la racine primitive p = t®' et ses puissances entibres. On aura d’ailleurs, 
lorsque A 4- A ne sera pas divisible par n, 

(5) Ra,a:=S(p‘A+>*), 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i et de j qui, etaht com- 
prises dans la suite 

o, I,’ 2 , 3. — 2 , 

verifient la formule 

(6) t^-y-lJ=y (mod./?). 

Soient maintenant 

h/ k, l, ... 
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des nombres entier# divers. On trouvera successivement 

B/i 0*= R/l,/c 0A4-/O 

®A ®/= Ra,* ®h+k ®/= RA,4RA+/t,/ ®A4-A+/) • • • . 

Done, si Ton pose generalement 

( 7 ) ®A ©A- 0/- • •= Ra,A-,/,... 0A+A-+/+..., 

/ 

Ra,w,... sera encore une fonction de p determinee par une e 
la forme 

Ra,A,/,... = .... 

II est bon d’observer que, si 

Ii k —f“ L -j—... 


n’est pas divisible par n, on aura 

( 8 ) Ra,a-/,... = 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i, i', i", ... 
comprises dans la suite 

verifient la condition 

( 9 ) ^'- 1 -. .. = I (mod./)). 


Ajoutons qu’en vertu de la formule (7), rexpression 


sera, corame le produit 
et comme I’expression 


Ra,a,/,... 


®A ®A- 0/. . • 

0Ah-A'+/h-,., 


0 A 0 A 0 /... 


0a+a+/+...= 0H- + p(/'~*)Ap(p-=)*| 

une fonction entiere et symetrique de 


p*, p*, p^ »..., 
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par consequent uno function lineaire cles sommes 

P* + p* -t- p' +..., 

p2/. _^.pSA- ^_p2/ 

. 9 

p(n- i)/t p(n-l)A’ ^ ^ 

(Ians lesquellos h's coefficients seront des noinbrcs entiers. 

Les (‘.quations (2), ( 3 ) et (7) entrainent les diverses fortnnies que 
nous avons donnees dans le Metnoire, et particulieremcnt celles qui 
clian^fent le quadruple d’un noinl)re premier p, on d’une puissance 
entiere de p, et quelquefois c(“ noinl»fe lui-mf'ine (m expressions de la 
forme 

n e,tant un diviseur de p — i. 

D’ahord. si Ton sui)|»ose n = -i, et par suite w = ' > la racin(\ 

primitive p de rtiquivalemu' 

./■’ — r 

sera simplement 

(‘t, en posant 4 = 1, on tirera de la formule ( 3 ) 

1) » p 

on, ce qui revientau meme, 

(10) 

On se trouvera ainsi ramene a la formule (i/j) de la premiere Note. 

(]on(;evons maintenant que «soit un nombre premier impair. Alors 
les diverses racines primitives de I’equation 

(11) 



seront 


P> P’. p’ 




arithmetique 
on obtiendra pour 


memoire sur la theorie des nombres. 

ee. racines primitivaa, c'eat-a-di« lea d.vers .cr.es de la pr, 
I, a, 3, 

valours correspondantcs de 0 a les express 

0„ 0., ®3, •••. ®'‘-” 

luelles, eu egard a Tequation (d), verilieroat la formule 

0, j =z 02 0,,-s - • • ■=~ 

par consequent la suivante ; 

^ = 0, ©2 03 • • • ® «-3 ®''-' • 

( 12 ) ^ 

D'ailleurs. les divers termes de la progression arithmet.qn. 
,, 2, 3, 


lesqi 


peuvent etre censds reprteen.er les diverses racines de 1' 

(mocl./i). 

(i3) 


II y a plus ; si Ton nomme 5 une racine prunitivc de cetto ( 
les termes don. it s'agil. abstraction ta.tc do ordre ai 
sont ranges, seront eqnivalcnls, suivant le modnlc n. 
termes de la progression geometnquc 


I, S, •••> ’ 

et, par suite, la Ibrmule ( 12 ) donnera 

(,4) /;-^=©,0.v©3....0r-03"-’- 


Observons a present que I’equivalencc (i 3 ) sc decom 
autres dont la premiere, 


X 


{mod.n), 
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a pour racines les puissances paires de s, savoir 


tandis que la seconde, 

n — l 

w ^ = — I (mo(l.«), 

a pour racines les puissances impaires de s. Done le produit qui 
constitue le second membre de I’equation (i4) peut etre decompose 
en deux autres produits de la forme 


©1 0ji. . .0i»-l = 

0^ 0^’ © 5 ® • • • 0^"“® - E ^ 5 

■ ( 

et comme on aura 


1 _ j 

I -h .9^ -h 5'" 4- ... 4- = —;- ^ o 

-I 

(mod.n), 

gft—i _j 

^ s’ -l- -i- . . . + ”- = 5 ;- = O 

s- — I • 


par consequent 


® — Oo-— ^ > 


il est clair que les deux produits 

©1 0J» 0^< . . . ©j"-3, ©i 0^3 0,» . . . ©^n-3 


se reduiront, le premier, avec a line function enti^re et 

symetrique de 

P3 P*’. P’‘. •••> P^'‘“’. 

le second, avec Rj„,ii une fonction semblable de 

p*, p®’, p*‘, ..., p^"“% 

les coefficients etant des nombres entiers. D’ailleurs, une fonction 
entiere et symetrique de 

p, p’’, p**, ..., p""- 

sera simplement une fonction lineaire des sommes de la forme 

p'"-H p'"’’+ p'"*'+. . .-t-p"“"~’, 
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„ dteiga-t ™ entier infeieur a n; el une semblable eom.a< 


reduit toujours a 
ou bien a 


p 4 -pi’-+- p*‘- 


est equivalent, suivant le module n. a une puisa: 


par c„c„ c, des quantiles cntiercs, 


^ A -e- -t-C f9 + 0-^’+- 


puis on cn 


conclura, en remplacant p par p* 


0... .0.-:= ^0+ c.(p»+ . • • - P-"'-’) H- c.(P + +. • • H- P 

D’autre part, les expressions 

t, p, p^ •••’ P'''""’’ 

qui coincident, a I’ordre pres, avec les suivantes : 

I, p, p=, •••. P > 

Bpresentent les diverses racines de I’equation 


rer 


•= I 


et offrent une somtne nulle; en sorte qn on a 
p-+-p®-h P'’“+• • • + P''" ’ ~ 

Ce n’est pas tout; si Ton pose 


p _ pS 4- p-'’— . . . — p"""’— 


on tirera 


de I’equation (lo), en y remplagant /) par n, 0 par p ei 

n-— 1 

A2 =(—I) " «• 


Cela pose, on trouvera 
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et, par suite, 


P +P‘‘-+- 



p'"-)- p«“h-. . .-+-p*”~’= 


I -H A 


2 


©1 0i=0s.. . .0s»->r= -^(A + B A), 
0^0^.0J... .0,,..-.=;^(A —BA), 


ou, ce qui revient au meme. 


j a ©1 ©s<... ©j»-> = A -t- B A, 

I 2 0^ 0^. 0,,.... ©,»-» = A — B A, 


les valeurs de A, B etant 

(17) A = 2C„ —Cl—Cj, B = C,—C2; 

puis on tirera des equations (16), combinees avec les formules (i4 
et(i 5 ), 

n — i 

kp 2 =:A=—B*A* 
ou, ce qui revient au meme, 

n~\ w—1 

(18) 4 /> " =A*-—(—i)~«BS 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers qui, en vertu de 
formules (17), seront de meme espfece, c’est-a-dire tons deux pairs 01 
tous deux impairs. 

Observons encore qu’en vertu de la formule 


I’equation 


s ^ =— I (mod.rt), 
©A 0 _A — p 


pourra s’ecrire comme il suit: 


( 19 ) 


n-i = p (mod./i). 
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D’ailleurs, si I’exposant m est un terme de la suite 

o, 1, 2, 3 , . .., n — 2, 

pour que I’exposant m ± — ' soit lui-meme un terme de ce 
il suffira de reduire le double signe ± au signe + ou au s 
selon que rn sera inferieur ou superieur a —p-- Enfin, dai 
mule (19), Ics exposants 

/i — I 

m, m ±1 - 

2 

seront evidemment de meme espece, c’est-a-dire tous deux 
tous deux impairs si n est de la forme l\x + i; tandis qu’i 
d’especes differentes si n est de la forme [\x h- 3 . Done, si n 
forme 4^+ dcs expressions 

010,... 0^.0,510ss...0^.—» 

se composera de facteurs qui, multiplies deux a deux I’un pa 
fourniront des produits egaux a p. Done alors, les forrai 
devront se reduire a 

n—\ 

0, 0^= 04.4. . . 0j.,-, =p , 

n — l 

0-p 0.^5 . . . 0 — p '* 

etl’on aura, en consequence, 

n-l 

A zzz 2p ^ , B =r O. 

Si, au contraire, n est de la forme 4*^ ■+■ 3 , alors —el 
Tequation (i8) donnera 

n — l 

(20) 4 /> “ 

T* rt 1 A I InrvTiil'/^ n-v in rJ i ‘»i'i y-w 


nement A et B, on pose 


A = p^'x. 


p.= 



— 21, 


on verra la formule (20) se reduire a 
(21) ^p<^=z -h ny^. 


Si, pour abreger, on designait par la notation 


le produit 


[•] 


©1 ©^... 


compose des facteurs de la forme 0^ qui correspondent aux's 
de h propres a verifier la formule 

n— I 

a? “ = I (raod../i) 

et par la notation 

[->] 

le produit 

©j ©i> @j« . . . ©^n-a 

compose des facteurs de la forme 0^ qui correspondent aux \ 
de h propres a verifier la formule 

n — l 

X ^ = — I (mod./i), 


les equations (i4), (ifi) se presenteraient sous les formes 

2[r]=A-t-BA, 2 [-i] = A —BA 

et les deux derniferes se reduiraient, lorsque n serait de la 
4 a; -4- I, aux deux equations 
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Concevons maintenant que n soit un nombre compose, en soi 
qu’on ait 


et.supposonsd’abord les facteurs 

V, 0 ) 


premiers entre eux. L’un d’eux, v par exemple, sera necessairemt 
impair. Si d’ailleurs on nomme c une racine primitive de I’equation 

x''=-i 

et a une racine primitive de I’equation 


on pourra prendre 


p = s«; 


puis, en supposant qu’un nombre entier donne h soit equivalent 
suivant le module v, et j suivant le module co, on trouvera 

Par suite, I’equation (i) donnera 

( 22 ) &h— ^ 0‘-\- 9‘-+- . . .-f- 


Pour abreger, nous designerons par 

0 

la valour de 0 ^ que fournit I’equation (22). Cela pose, on reconnai 
sans peine : 1° que la valeur de I’expression 

®/,y. 

completement determinee pour chaque systeme de valours de i et de 
ne varie pas quand on fait croitre i d’un multiple de v ou j d’un m 
tiple de w; 2“ que I’equation 





NOTK m. 
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('ulraiiH* la suivaiilc : 

W /,=r (4 j , 

'i‘‘ (|ii(‘ li‘s iHiiiihrt's h (*t i santiil do inoiiic ('sj»('C(‘, (‘’('st-a-diro (oii 
doux pairs nit (niis deux iiiijiairs si ^ 

ITt .. 

VU) 

rst un iiniiihro impair, luiistpii', v I'daiil im|)air id p - i pair, ra n 
pnurra drvriiir impair t|U(‘ pour drs vali'urs pairrs d(> to. Di' plus, o 
tirora di's rormulcs i v.) rt ('V) : i" rii suppnsaiil ii la Inis i divisilil 
jiar V (d j par w, 

I ) »,,y; I; 

a" dans la suppnsitinii rnnirairt*, 

('.'(t W,y (■• /.M J. 

Si m rsf imjiair aiiisi ijuo v, alurs m idanf iirrossairrmimt pair, la In 
mule ( a'l) dnniH'ra sim{d(‘iii<mt 

(•»:.) , p. 

Pnur mnntrcr uuc apjdiratinn do oos iinuvollos formulos, tmns 
ddrnns d’almrd lo oas m'l 

h} l‘t V 

soraioiit doux iinmhros promiors impairs. SoionI, dans oo oas, « uti 
raoino primilivo do rdtpiivalonoo 

( Ui) (mntl.v) 

id a uno raoino priniitivo do rdquivalonco 
(37) (inod.&))- 

I,os divorsos raoinos do I’dquivalonoi* (ali), on nnmhro ogal a v - 1 

f It kiift I 11 tt # AftiJ I tti if jt inii ri t f ti It 11 1 * ditf licit* iliiii 11 1 
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de la progression arithmetique 

I, 9, 3, ^5 

soil par les divers termes de la progression .geometriqiie 

u, u\ ic^-^ 

et pareillement les diverses racines de I’equivalence (17), en no: 
egal a CO — I, pourront etre representees indifferemment, soit ps 
divers termes de la progression arithmetique 

I, 2 , 3, CO — 2 , CO —I, 

soit par les divers termes de la progression geometrique 

1, a, cj“-% 

Or, parmi les valeurs de 

que fournira Tequation (22), celles qu’on obtiendra, en suppos 
premier a n, ne differeront pas de celles qu’on pout obtenir en pn 
pour i line racine qiielconque de la formule (2G) ct pour j une r 
queloonque de la formule (27). Done dies coincidcront avec 
quelconque de celles que presente le Tableau suivant: 

, I, 

, at 

> .? 

et leur nombre N, determine par la formule 

N = (v —i)(co —I), 

ne sera autre chose que le nombre des termes de la suite 


(28) 


{ 




1, 2, 3, 


n — I 




N'OTK HI. 


li:; 


infV‘ri(Mirs a 


/( — I’.lV, 


laais prtMuiors a n, D'aillours, r('‘(|iia(i()n ( 7 ), conibiiuv' avoc, la Ibrniuh 


('( rt'iluifa aiiisi ii la r<)nu(' 


W/,«AHa, 
fournira jKHii' valt'ur dn |tr(nlnil 

Wa Hi H/... 


un(‘ foticfioii ('iiti(‘r(' id syuii'driqui' ili' 

p*. p*. 


par I’lnisiujucnl uiu' ronclidii I'lilii’Ti* id syinidri(|ui*, non si'ulidiii'nf di 


tuai.s l■ll(•or^‘ ilc 
si la soiniui* 

(*st divisiltli' par 


x'\ a* , a', .. 

h h k 4* / "t* ... 
n — fciv, 


<■’(‘st-a-dir^, on iraulros tl•rIll('8, si (‘idli* somini' cst divisihio k la fois 
j»ar V (d par w. Or cidto <•(ln<lilion sora iiviilidiiincut rctrqdic si Ton fait 
coincidcr 

«A. »*. ... 

avcc i-cllcs dcs cx|)rcssitms ilc la forme 

qui, dans Ic Taldcau (uH), ortrent pour premier indiee une puissance 
paire de « et pour second indict* une, puissance paire de«, [luisqu’alors 
la somme 
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sera equivalente, suivant le module, v, au produit 




V_1 \ " ~ I " ~ ' 

,^V-3 ) _-^= Q 

2 I/-—I 


et, suivant le module w, au produit 


V- I ^ V — I — I 

-(r -H a- -4- . . . ) zn-;-= o, 

2 2 a'- — 1 


D’autre part, en supposant 


®A— 


et, par consequent. 


t = /i (mod.v), j = !>- (mod.c-)), 


on en conclura 




Done, en vertu cles remarques precedentes, le produit 


( 0|®«^,l • • • ®) • * • ( . . . 0 


sera en meme temps function syrnetrique de 


Concevons maintenant que, pour abreger, on designe par h 


le produit dont nous venons de parler, c’cst-ii-dirc, en d’autr( 
le produit des valeurs de 0^, correspondant aux valours d 
etant premieres a n, verifient les deux equivalences 


V —1 

(29) X = 


a: ® = I (mod.v), X - =\ (inod.w). 


Designons de meme par 
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verifient les deux equivalences 

^-1 M -1 

(3o) X ^ =1 (mocl.v), x ^ 


par 


[-o«] 


(mod. w); 


le prodiiit des valeurs de 0;^, correspondant aux valeurs de k, qui 
verifient les deux equivalences 

V-l w-l 

(3i) ■ ^ - = —I (mod.v), :r ‘^ = 1 (mod.to); 


enfin par 


[—I. —•] 


le produit des valeurs de 0 ^, correspondant aux valeurs de A, qui 
verifient les equivalences 

V —1 0) —1 

(32) X =—I (mod.v), X —I (mod.to); 


on aura 


(33) 

[i,i] =(©,,, 


,1 

. . 0,fV-5 



.•0„ 

(34) 

[<, — •] =(Ol,<t®«»,a- 

. .0mV-3 

,a) ( • 

. . 0«''~5 

.«’)• 


. . ®u 

(35) 

[—I>j] =(0«a®»M- 

. .0«V-2 

, 1 ) 


,a")- . 



(36) 


. . 0/iV-J 

,a) 


,aO- 




et, d’apres ce qu’on a dit ci-dessus, le produit 


[>,>] 

sera une function symetrique, non seulement de 

S“’, S“‘, ■ 

mais encore de 

a, ..., 

Pareillement, on reconnaitra que le produit 

[o —i] 
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est fonction symetrique, non seulement de 


mais encore de 
que le produit 


$ > S > • • • > ^ 




[— i] 


est fonction symetrique, non seulement do 


^wv-2 


a, a*^ 


mais encore de 
enfin que le produit 

est fonction symetrique, non seulement de 


mais encore de 


/-W® 

by by 


oc^ 


D’autre part, comme on aura 

V —1 M —1 

u ® = —I (mod.v), « 2 = —I (raod.w), 
I’equation ( 25 ) pourra s’ecrire comme il suit: 

et il est clair que, dans cette equation, les exposants 

m, m±: - 

2 

seront de meme espece, c’est-a-dire tons deux pairs ou tons 
impairs, si v est de la forme /icc-hi, mais d’especes differed 
V est de la forme L\x + 3 . Pareillement, les exposants 
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seront de meme espece si co est de la forme -t- i et d’especes diffe- 
rentes si co est de la forme l^x -h 3. Cela pose, si les nombres 

V, <j) 

sont tous deux de la forme [\x -i- i, chacun des produits 

[i,i], [i,—i], [—1,1], [-1,-1.], 

N 

compose de facteurs de la forme &ij, en nombre egal a 7 -, se rMuira 

4 

evidemment, en vertu de I’equation ( 37 ), a 

N 

pS. 

On aura done alors les formules 

[i,r]=jO% [i, —i]=P*, [—= [—I,— 

qui entraineront I’equation 

(38) 

analogue a la formule (i 4 )- 

Si les nombres v, o) sont tous deux de la forme 4^ + 3, alors on 
tirera des formules (33) et (36) ou (34) et (35), jointes a la for¬ 
mule ( 37 ), 

(39) 

et Ton deduira encore de ces derniferes I’equation (38). 

Enfin, si des nombres v, co, un seul, v par exemple, est de la forme 
4 n?-i-i, I’autre, to, etant de la forme 4t»-t-3, alors on tirera des for¬ 
mules (33) et ( 34 ) ou (35) et (36), jointes a la formule ( 67 ), 

( 4 0) [', f] [•,-!] =/>*, [-1, i][—1, —= 

et Ton deduira encore de ces derniferes I’equation (38). 

L’equation (38), analogue a (i4)^ conduit aussi a des conclusions 



‘f. 
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de la forme 

.'T-'t- vy-. 

Mais laformule (43) coiitinuerait de subsister et Ton pourrait 
deduire line nouvelle formule de la decomposition du second 
de I’equation (38) en deux facteurs de la forme 

[i.—1][—L']- 

Alors, en effet, le produit 

[l 0 [—1. — i] 


serait une fonction entiere et symetriqiio, non seulement de 


et de 

mais encore de 
et de 


b j • * * > b 

b > b > • • • > b 5 

a, ot'*’, ..., 

a", 


qui ne serait point alteree quand on y reinplaccrait simultanem 


s par q’-, a. par a", 

les coefficients numeriques des dilferents termos etant d’aillei 
nombres entiers. Par suite, le produit 

se reduirait a une fonction lineaire, non seulement des sommes 

(S -+-S“’ -t-. . -h (s“'-4- -h. . .-t- 

(« + ««■*+...+ ) -t- (4-. . • H- 

mais encore des sommes 


(a (s 4-g"-’) 

-(- ( 4 - ( g'‘ 4 - 4_ . , . 4_ 

(«“4-a“’-+-. . .4- «““-*)(; 4- 4-. . . 4- 

4-(a 4-a“’4-.. .4- 
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Or, des quatre sommes qui precMent, les deux premieres se redu 
rent a — i, puisqii’on aura generalement 

s -t- s" H- H-... -t- -I- = — 1, 

ot 4-4-. . . 4--I-— I, 

et, quant aux deux dernieres, comme, en posant pour abreger 

s — s" 4- e“’ —... 4- s"'""’ — s"'-"’ = A, 
a — 4-. 4-A', 

on trouve 

I — A 

5 H--h . , .-H =- —y 

I — A' 

2 

elles pourront etre representees par les expressions 

I — A'r4-A 14-A' I — A 14- AA' 

- - - - - - 

2 2 2 2 2 

A' I-A A' 14- A r - AA^ 

- - _l-- — - 

2 2 2 2 2 


5“ 4-s"’ -J-.. 

, .4-?“'^" =— ■ 

14-A 

2 

a" H- oc^^-h.. 

.4-— ■ 

14-A 


' 2 


Done, dans Thypoth^se admise, le produit 

se reduiva simplement a une fonction entiere et lineaire des rappoi 

I 4- AA' I — AA' 

-) - y 

2 2 


les coefficients etant des nombres entiers; en sorte qu’on aura 


r 1 r 1 — ' ' ~ 

[i, l] [— 1, — i] — Co 4- Cl ---h Ca--- 


Co, c,, Ca designant des quantites entieres. Si Ton pose maintenant 

A = 2Co4-Ci4-Cj, B = C,—Ca, 
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la formule precedente donnera 

(44) 2[i, —i] = A-+-BAA', 

les valeurs numeriques de A, B etant deux entiers de meme espec 
c’est-a-dire tous deux pairs ou tons deux impairs. D’autre part, s 
dans la formule (44)> on remplace <; par sans remplacer en mer 
temps a par a", alors, au lieu de cette formule, on obtiendra la si 
vante : 

(45) 2[i, —i] [—t, i] = A—BAA', 

puis on tirera des formules ( 44 ). (45). combinees avec I’equation ( 3 S 

(46) 4/?- = A^—B^A'A'S. 

De plus on aura, en vertu de I’equation (lo), 

V -2 

(S — S“ — 5“’'“’)^ := (— i) 2 V, 

01 — 2 

(a —=(—i)~ to 
OU, ce qui revicnt au meme, 

V —1 g) — 1 

A>‘=(—I) * V, A'2=r(—i)~co. 

Done, lorsque v sera, comme on le suppose, de la forme '[\oc 4 - 
(0 etant de la forme [\x - 1 - 3, on trouvera 

,A 2 —V, A'2= —to 

et la formule (4d) donnera 

N 

( 47 ) 4/’'= A--t-vco B’. 

Enfiin, si Ton nomme ^ la plus haute puissance de p qui divise simu 
tanement A et B, alors, en posant 

A = 

N ' 
f^ = -- 


B =p>'y, 
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on verra la formule (47) se reduire a 

(48) .*^4-Vcoy® 

ou, ce qui revient au meme, a I’equation 

(49) 

la valeur de n etant 

n — vco. 

II est bon d'observer que, le nombre v etant suppose de la forme 
+ i et le nombre co de la forme nombre n sera de Ifl 

forme 4 '^-h 3, dans I’equation ( 49 ) aussi bien que dans I’equation ( 21 ). 
On peut ajouter que n, etant le produit de deux facteurs premiers 
impairs, v, co, ne pourra etre de la forme que dans le cas oil 

un seul des facteurs sera de cette forme. Effectivement, si v et co etaient 
tous deux de la forme 1{X - 1 - 3 ou tous deux de la forme 4 ck -t- i. leur 
produit 

n — vco 

seraitevidemment de la forme i\x i. 

Les diverses formules qui precedent s’accordent avec celles que 
nous avons etablies dans le premier et les deux derniers paragraphes 
du Memoire. Elles peuvent d’ailleurs etre facilement etendues au cas 
oil n serait le produit de plusieurs nombres premiers impairs 

V, v', v% .... 

Ainsi, en particulier, supposons 

V, v', v" designant trois nombres premiers impairs, et representons pai 

le produit des diverses valeurs de ©a correspondant aux valeurs de / 
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qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

V —1 V —1 ^ 

(50) X ■ =i (mod.y), x ^ =i (mod.v'), x - =i (inod.y 

Soit encore 

[-1, —I, —ij 

le produit des diverses valeurs de 0^ correspondant aux valeurs de 
qui, etant premieres a n, verifient les equivalences 

V —t V'—1 

(51) x~=—i (mod.v), X - s—I (mod.’/), x ® =—r (mod.v 

et concevons que Ton emploie, dans un sens analogue, chacune d 
huit expressions comprises dans la formule 

[± 1, ± I, ± i], 

de sorte qu’a un changementde signe opere dans le dernier memb 
de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme des formules (5o 
doive toujours correspondre un changement du signe qui alFecte 
premiere, la seconde ou la troisieme unite dans la notation 

[i, i,i]- 

Soient d’ailleurs respectivement 

ii, u', af 

des racines primitives des trois equivalences 

= i (mod.v), (mod.v'), (mod.v") 

et 

s, s'; s" 

des racines primitives des trois equations 

X''=l, X'‘'z=[, x'^"—\. 

Enfin posons 

(52) s-s“'-t-s“’-...'4-s'‘’'“’-s'‘’"’= A 
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et nommons A', A" ce que devient A qaand on remplace v par v' ou v" 
Cliacune dos liuit expressions 

2 ( [*>*>']> [’j ■)■“•]> [ i]> [ '> •>*]> 

[i.'.-i] 

sera une fonction entiere et symetrique, non seulement de 


ou de 


• • > b 

mais encore de 


KV-3 

• • > b > 

ou do 

S ) s > 


et aussi de 

V > b > • 

.s'"'”- 

ou de 

r’f 

b > b ) 

• • > b 


rifu" 

^ b ) b > • 

• • » b > 


ies coefficients numeriques etant des nombres entiers. Par suite, or 
pourra en dire autant des produits qu’on obtient en multipliant I’uiu 
par I’autre deux ou plusieurs des expressions (i3), et chacun de ces 
produits, ainsi que chacune de ces expressions, sera non seulemeni 
une fonction lineaire des deux somines 

I _J_ \ 

^ _-^ 


r —1— A 

-, 

2 

rnais encore une fonction lineaire des deux rapports 

I — A' I -t- A' 

- 5 - 

2 2 

et aussi une function lineaire des deux rapports 

X _ A" 14- A" 


, „ , < — A 

S+ a-...-t--—, 

2 

par consequent des deux rapports 

I-A 

- y 

2 


2 


2 
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Done chacune des expressions (53), ou chaciin de leurs pro 
multiplie par 2 ^ = 8 , deviendra non seiilement une fonction li 
de 

• 1 —A, I + A, 

par consequent de A, mais encore une.fonction lineaire de 

I-A', i + A', 

par consequent de A', et aussi une fonction lineaire de 

I — A", I + A", 

par consequent de A", de maniere a offrir generalement huit ( 
dont I’un sera constant, les sept autres termes etant respectiv 
proportionnels a 

A, A', A", AA', A A", A'A", A A'A" 

et les coefficients numeriques etant toujours des nombres ei 
Ajoutons que de la premiere des expressions (53) on pent d 
successivement les sept autres en y remplacant separement 011 
tanement 

A par — A, A' par — A', A" par — A", 

e’est-a-dire en changeant le signe de A, ou de A', ou de A", au m 
ou, dans la notation 

on change le signe qui affecte la premiere, la deuxieme ou la tro: 
unite. Cela pose, si Ton considere en particulier les deux produ: 

( 54 ) 

( [—I, — I, — 1] [—I, I, i] [r, — t, i] [i, — 1], 

*> 

il est clair que chacun d’eux restera invariable, tandis que, de 
differences representees par 

A, A', A", 
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(li'ux sculi'iuciil ('h;inf^<'roiit <!<• sif'iu' (‘I <|ui‘, pour doduin' Ic sccoui 
[iroduil dll promit'r, il suriira dc (‘Iiaup;('r ii la I'ois lo signi' do A, ('.('hi 
di' A' (>( (’('lui d(‘ A". 11 suil ih' ccth' r(’inar(|U(', ('I (h* co (|ui a (do di 
plus lumt, (|U(' los produils ), mulliplii's par h' uomhn' a'' =; 8, u 
(h'vroul ronforiuor auouii toriiK' proporlioniu'l ii uiu' s('uh' dos dillV 
roiK'os 

A, A', A" 

ou a run dos produils partiols 

AA. A A*. A'A" 

('1 dovront so roduiro it dt'itx hinoinos do la lormo 

tt i /.AA’A', 

<! /;AA'A", 

tt, ft dosifjnant doux ([uaalitos ontii'ros. Ou aura done 

,, \ 'Sf I, I, IIII. ». III ™ I. I. I j| I, 1. 11 « I /;AA'A*. 

' H| I. I, 111 (.i.i||i. i.tllr.i. i| /lAA'A". 

D’aulro part.oliaouu dos produils (:VV), pouvaul iHro o.onsidi'ia'i ooiniii 
uno fooolion oiili(*ro dos rnpporls 

1 A i i A t A' t t A' I A" I ( A'' 

* * . ^ . I • ., ..^ 

i I ’4 ’I *4 *4 

dans ia({ui'lio los oooriioionls mmu'riijuos soul ontii>rs, so ladluira 
an Hi|^uo pri's, a u« noiiihro onlii'r si I’oti y n'niplaoo oluKunio do 
dill’orouooH 

A. A'. A" 

{lar uii nomhro impair; par oxomplo, par ruuil(*. Done un lol ronipla 
oomoril doit roudro lo promior momhro ol, par suite, lo second inomhr 
do ohaouno dos o(|Halions ( '>'»), divisiblo par H. Done losd(utx binomo 

it « f «t h 

soront divisiblos par H; d’ou il suit (luo lour doini-sommo a id lou 
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clemi-difF6rence b seront divisibles par 4 ou de la forme 

a ^ 4 A, 

A, B etant des quantiles entieres. Done les formules (55) donneronl 

j 2[i. I, i][i, — I, — 1][— f) •> — '][— L “L i] ~ A + RAA'A", 

,][i,I, -I] :=A-BAA'A", 

les valeurs numeriques de A, B etant des nombres entiers. 

Observons a present que — i sera unc racine de requivalcnco 

V —1 

(5y) X - (mod.v) 

si, V etant de la forme 4ir + i, le rapport est un nombre pair et 
sera, au contraire, une racine de I’equivalence 

v-l 

(58) • X =—I (mod.v) 

si, V etant de la forme 4^ -+■ 3, le rapport ^ est un nombro impair. 
Done, par suite, les deux quantit6s 

/o 


Tune sera racine de I’fequivalence (5y) et I’autre racine de r6([ijiva- 
lence (58) si v est de la forme l\x + i; mais toutes deux seront racines 
d’une seule de ces equivalences si v est de la forme f\x 4- 3. Pareille- 
ment, les deux quantiles-t-A, — A seront racines. Tune de I’equi- 
valence 

v'— 1 

(og) cc ^ =i (mod.v'), 

rautre de I’equivalence, 

V*- I 

(^0) X =—I (mod.v') 


si v' est de laformc 4^ -h i; et toutes deux, au contraire, seront racines 
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(63) 


d’une settle cle ces equivalences si v est de la forme/|a;-i-3. Enfin, 
les deux quantiles + h, — h seront racines, Tune de I’equivalence. 

V"- \ 

(< 3 i) ^ I (mod.v"), 

1’autre de T^quivalence- 

V** - I 

(62) X “ =—I (mod.'/) 

si v" est de la forme l[X 1 ; et toutes deux, au contraire, seront ra- 
ciues d’une seule de ces equivalences si v" est de la forme 4^^'-!-3. 
Cela pose, il est clair quo les deux monomes 

0/1) 0-A 

appartiendront, comme facteurs, a une seule des expressions (53) si 
les nombres 

sent tous trois de la forme L\x - 1 - i ; et, comme lo nombre des facteurs 
compris dans chacune de ces expressions est 6gal au huitieme du 
produit 

]N (V — l){v' -1) (v"— J), 


qui represente Ic nombre des termes premiers a n = vv'v" dans la suite 

I, 2 , 3, « —I, 

on aura bvideminent, dans le cas dontil s’agit, euegardalaformule(3), 


[I,.,.] 

[— i, — i, — i] =p'") 

. Si des nombres 


[I,-,.-,]=;/«, 
_N 

[—1, I, 1] =p'\ 


— I, t, — 1 
[')-•')'] 


\ 


[— 1 , —(, !]=://“> 

N 

[ 1 , 1 , —l| ~p"’ 


deux seulemenl, par exemple v, v', sent de la forme L\x->r i, le troi- 
sieme, v", (slant de la forme 4^7 + 3, alors les monomes 


0 /n 0 -A 
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appartiendront comme facteurs, non plus ix une seule, mais a deux 
des expressions (53) qui ne different entre elles que par le signe de la 
troisifeme unite, etl’on trouYera, pai suite, 

/ - - 

1 [>,‘i ~(’ *][ ') 

(64) N ’ N 

Pareillement, si des nombres 

v, v\ v" 

un seul, V par exerople, est de la forme l\x -i- i, Ics deux autrcs, v', v", 
etant de la forme + 3, les monomes 

B/i, 6 >_/, 


appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui ne 
ditfereronl entre dies que par les signes de la deuxieme et de la 
troisieme unit6. On aura done, par suite, 


(65) 


[i, —I, i][i, I, 




[- 1,1, —j][—j, —I, i]—p 

\ 

[— I) '][—'i — I. — ']=/' 


Enfin, si les trois nombres 


V 


// 


sont tous trois de la forme + 3, les monomes 

0 /,, 0 -/, 

appartiendront, comme facteurs, a deux des expressions (53) qui 
diff^reront entre elles par les signes des trois unites, et Ton aura, par 
suite, 

1 ['t 

j . N 

! [—1,-1, <][i. *> —'] 



NOTH m. 


II t‘st (I’aitlt'ia’s (‘vitlt'iU t|U(\ dans Uuis Ins nas. Ins I'ormulos (d'iK 
mt tm U’t'ti, on iMilraintMit lasuivautn ; 

i /*’ !'■' 'll'- >• 'll 'll i.'ll 1. -I,- 'll — .1,1 111. j. 

('.onuut', dans h* [irnminr id Ic Iroisintun ras, on (iro Ins rormnlcs ((i J) 
on U» j) 

. « 

1 (). 1. i|[i. I. Ill I. 1. ill I. t. i| /<•, 

(OS) 

I ' 

M 1. 1II 1.1.1II I, 1.1II 1,1. l] /-*, 

il I'st (datr l|l^alot'^ on doit avoir, dans li*s Idi’iiiulns (’i(i), 

N 

A (/»*, I) i». 

An rnntniiri', dans t»* dinixirnio id In qnatHi'iun iMts, on tiro do 
ridjttafion jmnti' anx rorninli's ( 

iiHH A’ HU’A’A'’. 

(In (rouvn d’aiIlnurs, dans In dnuxinmn ras, 

A» -v. A’’ ■>/. A*’. -v’. 

Id, dans In nuatrinnin, 

A’ V, A * ■ ■ v'. A*'’ ■ v". 

(In aura donn, dans Ttm id rautrnnas, 

A*A’*A*' ~--vVv' . /i; 

Id, nn nonsnuunnnn, la rnrimiln (t«)idotinnra 

I 7*,* ? 4 i ■ /111^* 

iraillnurs, jiarrni Ins trots faidnnrs prnminrs dn u, nnux ijui sotU dn la 
fiirnin I I snront nn nombrn ini|»air dans In dnuxitunn nl In qua- 
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trieme cas. et en nombre pair clans le premier et le troisierae cas. 
Done le deuxieme et le quatrieme cas, auxquels se rapporte I’equa- 
tion (70), seront pr6cisement ceux on le nombre « est de la forme 
4a; + 3 . ^ 

Au reste,. des raisonnements, semblables a ceux qui precedent, 
s’appiiqueraient aux cas oil le nombre entier n serait le produit de 
quatre, cinq, ... facteurs premiers impairs 

'j, v', v", ; 

et alors, en cl6signant’par N le nombre des termes premiers a /iqui 
seront compris dans la suite 

I, 2, :L n —I, 

e’est-a-dire en posant 

N = (v-Oiv'-Oiv"— 

on se Irouvcra de nouveau conduit a la formulc (70), A, B etant deux 
([uantites entieres dont la seconde sera nulle si n cst de la forme 
l\x+ I, mais cessera de s’dsvanouir si n est de la forme l[X + 3 . 

Si maintenant on designe par // la plus baute puissance de p qui 
divise simultancsment A et B, alors, en posant 

B=r/A/, 

N 

on tircra de la forrnule (70) 

(71) 

Dans ce qui precede, nous avons suppose le nombre /i compose do 
facteurs premiers impairs. SuppOsons maintenant le nombre n pair et 
compose de facteurs dont I’un soit 2 ou unc puissance de 2, Ics autres 
istant des facteurs premiers impairs. Si Ton suppose d’abord ceux-ci 
reduits a un seul facteur premier v, n sera de J’unc des formes 



2'J, 4'J' 8v, 
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Or, oil supposaat n divisible une seule fois par 2 011 de la forme 2, on 
retrouvera des formules analogues a celles qu’on obtient quand on 
pose simplement «•= v. Mais, si I’on suppose 

V blantun noinbre premier impair, on obtiendra des resultats dignes 
do remarque. Soient, dans cette hypothese, 


«, p 


des racines primitives des trois equations 


on pourra prendre 






•p = «g. 


Si d’ailleurs I’indice A de ©a est equivalent a i, suivant le module v, et 
a j suivant le module 4, on aura 


ce qui suffira pour rbduirc I’equation (i) a I’equation (22); et, si Ton 
designe par 

la valeur g6nerale de ©a que fournit I’equation (22), les valenrs parti- 
cnlieres de ©a, qui correspondront ti des valeurs de h premieres a «, 
seront celles que pr6sente le Tableau suivant: 

\ ^ 1 , 1 ? 

' ^I,3l 

u ctant une racine primitive de I’equivalence 

(mo(l.v), 

Concevons maintenant que, dans la formule (7), on fasse coincider 
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avec celles des expressions de la forme %,- j qui, dans le Tableau ( 72 ), 
off'rent pour premier indice une puissance paire de u et, pour second 
indice, I’unit^. T1 est clair qu’alors la somme 

A + A' -H- / . . . 

sera 6quivalente, suivant le module 4» a 


V — ] 


2 


et, suivant le module v, au produit 


I —H “f" • ► • - —-— Q 

U' — I 

Done cette somme sera divisible par 

« = 4v,' 

ou seulement par 

J 

2 ’ 

OU enfin par 

I 

7 ~ 'A 

'4 

suivant que v i sera divisible par 8 ou par /|, ou seulement par 2 , 
e’est-a-dire suivant que v sera do la forme 


8.07 4 - 1 , ou 

S.r4-5, ou 

On aura done, dans le 

1 

premier cas, 


®h+k+l-t-. 

.. &Q — -I, 

(73) 

0A0/:©/ . 

• * ^ — Ra.A:,/,,., ; 

dans le deuxibme cas, 


zz: 01 rz: 02^^ 

(74) ■ 

®A0i0/ . 

. . — A,^2v 

el, dans le troisieme cas, 



0/H-4.+/H-.. 

II 

II 

(75) 
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1V5 


[itmrvu tjttf 


«/,. W«. 


n‘iii(tlissi'iil lt“t riuiittliitus tM-»it<ssiis ('’(’sl-ii-diro, I'lt d’anlri's 

tiTtiifw, jtiitirvu fiHsc ('tuiu’idrr lt*s iiidircs 

h, A, /. .. 

avi‘r finix ijiii vcrilifiil ^itimltsuu’tncnl !(>s dritx t‘'(|iiivahMU‘('s 

I r ^ t ninitl.vj, -r I ( uhhL "0 , 

(hi prmivf*r;t fartliniHMit : i'” (|U«% ni n vs\ dv lu loriiu' H.r 4 - t 

nil H r ^ rrijuafinii {7 Jj nil { 7 "|) s'rtrihlni uu ras iiu^rni* c»ii Tiui 
IrraH rMnit4tlf»r iiHlirrH 

An ilf 


lisvv rru\ qtu ViTifiriil HunuUafiinnrfil Irn tliMIK t4|liivalt»ti(*t\s 

'rf I 

1 77 > r ^ • i f tiHiil, .r 3 - I (flifirt, \ 

im flinix i 4 jmvali*nri*j 4 

n 

r ’ t (miMl.v), ./■ I (nu)(|.4). 

uu ilifii i‘rii urf li'H di'ux i‘fjuivid<ni»*i'H 

■tf I 

r7*ii .1 . I hikhLvI, 4 -3--I (ttHul.4); 

“»** i|ttr Hi V rni ilr hi fortiir ]r 4- “If rihjiiittion (7 Vj H^rtcMulra au ran 
mvmv i»u Wm tVrait riMnrt*li*r Irn irifUrrH 

/if A iff » i * 


avrr nnit ^m vrriliritl ^inniUiinthnrHl lujuivalrurrH (7(>) tni ( 7 H)f 
iriaiH ilrvra thrr rrmplam* jiar riH|iiii{if»n Huivanlr : 




''I** I** 


X, I, r UL 
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si I’on fait coinciclcr Ics indices 

A, ky ly 

avec ceux qui verificnt les Equations (77) ou (79). Done, si Ton designs 
respectivement par Ics quatre notations 

['.!]. [—J.'L [—J.—l] 

Ics quatre produits formes par la multiplication des valours de 

R/, 

correspondantes aux valours de 

/i, /i, ... 

qui v6rifiont les formulcs 

(76), on (77), ou (78), ou (79), 

on pourra, dans I’^quation (73), lorsque v sera de la forme 6t 

dans r^quation (, 74 )> lorsque v sera de la forme 8a:+ 5 , remplacer 
successivement le produit 

©A &kQ/. .. 

par chacuno des quatre expressions 


( [«,ll 


1 • 

* • *,1> 

I =©,, 

3 * 

• • \3 » 

j =e„ 



[ i-h- 

I] = ©„ 

,3 • 



Mais, lorsque v sera do la forme (\x + 3 , alors on pourra remplacer le 
produit 

dans r^quation (75), par chacunc des expressions 

[». i]i ['. — 0 

ou, dans I’equation (80), par chacune des expressions 


[i, —1]» 
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Observons a present que — i sera une des racines de I’equiva- 
lence(57), si v est de la forme !\x -hi, et de I’equivalencc ( 58 ), si 
V est de la forme L\x -t- 3 . Done, par suite, les deux quantites 

/i, — h 

satisferont, Tune aux formules (76), I’autre aux fornaules (77), ou 
I’ane aux formules (78), I’autre aux formules (79), si v est de la 
forme + et, au contraire, ces deux quantites satisferont. Tune 
aux formules (76), Tautre aux formules (79), ou Tune aux for¬ 
mules (77) et I’autre aux formules (78), si v est de la forme l\x •+■ 3 . 
Done, en vertu de la formule ( 3 ), on aura : i" si v est de la forme 
8a; H- 1 ou Sic -[- 5 , 

(82) [1, l][l,_l]=:^“, I, 

■4 

2” si V est de la forme 4^ + 3 , 

( 83 ) [1, il[-i, —[o—1][—o 

Dans I’lin ct Tautre eas, les formules (82) ou ( 83 ) donneront 

(84) i][. 

D’ailleurs, eomme, dans chaeune des formules (78), (74), ( 75 ), (80), 
I’cxpression 

It/,,*,/,... 

representera une fonetion entifere et symetrique de 

‘p*, p*, p', ..., 

par eonsequent une fonetion entifere et symetrique, non seulementde 

rh rk r! 

b > b » b > • • • > 

mais eneore de 

a*-, «*, «'. 

les eoeffieients numeriques 6tant des Bombres entiers, il est elair 


>r- 
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que, si v estde la forme Sa? 4- i, le produit 

sera, en vertu de la forrnule ( 73 ), unc fonction ciitiero ct symetriqae, 
non seulement de . 


mais encore de 


s, s", •••, s" 


par consequent une fonction lineaire, non seulement des deux somine» 


S + + . . . + S" H- S'" -h . . . + S“ , 


mais encore de la somme 


Or, cette derniere somme etant nulle, en vertu de Tequation 


— I , 


a laquelle doit satisfaire la racino primitive a = y/— i on a 
de Inequation 


1, 


I , 


iJ en resiilte qii’en supposant v do la forme 8/^? -hi, on aura 

[h^]b,—i]^Co-hc,{g~h -f-, .. + ) -h ^2 (g" -H H-. . . , 

designant des quantites entioros. Si, dans requation preci** 
dente, on remplace <; par on troiivera 


[ — Oq -h Cl (g'* + g"”-!-... 4- g"'" *) H- C2(g -+- g" 

puis en posant, pour abreger, 


■...•+* g'^'' ’)j 


gg"' —... 4- g"’"'=' —• g"''-* •— A, 

A := 2 Cf) C, Ci, It nz C’l — C’2, 

on reduira les deux equations quo nous yen on s d’obtonir a la forme 

0 —A-hBA, 

! 2[-i, l] j—I,_il --A _.J)A, 
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IW 

Si It' luidiln't' V I'tail til' lit r<ifiiic H.i* I- *1, iilurs on dcvriiit it I’t'ijiia- 
tniit(7 l) sulistittiiT ri'i|iiiitiiiii (7'|') ft, par siiitf, fit ayaiil fj^iinl a la 
riiniitilc 

H„h 

iMi iilitit’jtdrail, ati licti dcs l•lj^^ati(»lts (HV). l^s deux suivaiili's : 

\ i»lJ, tjjt, i| ( V 4 UA)/<. 

I nfj I ' 

1 »1 i.ill 1, il UAl/.. 

Hiiltti, HI y I'tait ill' la furiui* '|.r i 1, on di'vrait it ri'inialinii (”'i) Hiih- 
''liftii'r ri'ijtiatimi {” >) uti (Hu) ft, par Htiiti*. fit ayaitl fgard it la rurniitlf 

(Ill Hf triatvffatl df umi\fati fiiiiiluil it dni\ fijtiatiuii-' df la uit'iiif 
I'urint' tjui' !t‘'« fijiiatuHiH Ohsfrvuitj. iraillfiir> t)iH' U'h fi|iia- 

tiniiH (Ht't) pfiivful I'ti'i* I’fii^ffs fiitiipriHfH filf> lufjiif?. duttH IfH Cur- 
iiitili'H ( H*t). ilfHijufllfH tin It's ilfiluit I'll ri'inplai’uiit Ins dfu\ tjuanlitfs 
fittifri"' A, !l par deux autri'*. ({uaiititcH fttlit'ri'H /jA, /»B. 

la'H rfHiiltalH tpie fnuruisHfnl len equalicins (H-jt), (8V). (8a), (8(>) 
Hunt analitgui'H ii ffiix tpif imjUh avniisi uhtenuH en (irenant n “ v; el 
d’alinrd, hi v i'hI de la Idrim' Ho' + i, on tirersi des formuleH (8'ji) 
f I I H * 1 ) 

\ ^ « II itn 

St» ait riHilrains ta Inriiir H.rtitt dt*H Ibrniulc*H (H*i) 

!•( i Hli I 

* > 

\ *f> ’ , H 11. 

Hiifiit, HI V f>*i df la roriiif i,r » 1, alorn den rormuIeH (H'| ) el 
piinlf-. a rft|itatiiMt 

A’ -- V, 

on Itrera 

IH- ,f,> ‘ \» I vH’; 

puiH, fii nuininant // la jdiii liaiite puiHHatiff de p, qtti divine sitmil- 
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tanement A, B, et posant 


on trouvera 


k=p^a;, ^—p^y, 

u=zv — 3 — aTi, 




Considerons maintenant les deux produits 

[j, i][—I, —i], [i, — 1 ][—i,i] 

que I’on deduit I’un de I’autre, en rempla^ant cpar ou a par a®= a.~*. 
Chacun de ces produits sera une fonction entiere de a et, de plus, unc 
fonction entiere et symetrique, non seulenaent de 


raais encore de 


> • ♦ * > b > 


les coefficients etant des nombres entiers. Comme d’ailleurs chacun 
de ces produits ne sera point altere, lorsqu’on y remplacera simulta- 
nement 

s par s“ el a par 

il devra se reduire, non seulement a une fonction lineaire de 

«, 

et, en mfime temps, a une fonction lineaire des deux sommes 

+ s"’"’, S" 4- + . . . -t- S"”-”, 

mais encore, evidemment, a une fonction lineaire des sommes 


« (5 + 4- S"’ 4-... 4- ’),, 

«’ (5 4- 4- ... 4- s'"-’) 4- a (?« + ?''• 4-... -4 s"'"’). 


Or, en vertu de la formule 




on a 
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et, par suite, chacune cles deux dernieres sommes se reduit, au signe 
pres, a 

a (S — 5“ + S"’ —... -I- ) = a A. 

Done les deux produits 

[i.i] [—1,-^1], [i, —'][—>,'] 

se reduiront a deux fonctions lineaires du monome 

«A 

qu’on deduira Tune de I’autre, en renoplaganf a par a’ = — « ou, ce 
qui revient au memo, cn remplagant 

aA par — aA. 

D’ailleurs, chacun de ces produits aura pour facteur 

&h = P 

si V est de la forme 8 ic + 1 , et 

0v 0_v = — p 

si V est de la forme 4^ ■+■ 3. On aura done generalement 
I [i, —i]=A + B«A, 

(89) 

I [o-'][-i. •] = A-B«A, 

A, B designant deux quantites entiferes qui seront divisibles par p si 
V est de Tune des forme's 8a; - 1 - 5, 4^ + 3. Ces principes etant admis, 
si Ton suppose v de Tune des formes 

841?-HI, 8 ;r-H 5 , 

alors des equations ( 84 ), ( 89 ), jointes aux deux form.ules 

«’=—!, A'=V, 

on tirera 

(90) A* + vB’. 

Si, au contraire, v est de la forme 4 ^< 7 -+' 3 , on tirera des equations (83) 
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(89) 


V —1 

k=zp ^ , B=o. 


L'equation (90), dans laquelle A, B sont divisibles par p, lorsque , 
t est de la forme Saj-pS, merite d’etre rcmarquee. Si Ton designe 
)ar la plus haute puissance de p qui, dans cette equation, divise 
iimuUanement A et B, alors, en posant 

A=p^x, B = 

[Ji ~ V — 1 — 2 ^, 

)n trouvcra 

91 ) pt>-=x--hvf\ 

II est bon d’observer que, dans Ic cas oil Ton suppose 

n = ^v, 

e nombrc N cles termes premiers a n et compris dans la suite 

I, 2 , 3, .. /I — 1 

2{V-1). 


st precisemcnt 


)onc, alors, I’exposant de p se reduit a — dans les formules (84)01(90), 

lussi bien que dans les formules ( 38 ) et ( 47 )» (^^7) et (70). 

Dans le cas particulier oii, v se reduisant a I’unitc, on a gimplemcnt 

• « = 


in a aussi 


p — x, 


: designant toujours une racine primitive "i ou -■ y/— i de I’equa- 


lon 


=: I. 


Uors on tire de l'equation ( 3 ) 


/>-! 


t de l’equation (4) 


&l=p, 0,0, =.(_,) ‘ 


0] - R|.I0J, 03 - Rj,3®J» 



puis d 

( 92 ) 

Dans c 
de a, « 

A, B e 
ou, pu 
Par su 


ou, ce 

(93) 

Done, 
fourni 
en d’ai 

(94) 

dans I{ 
Si, i 

V, v', . . 
en rais 
I’equat 
facteui 


Alors, 
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puis cle ces dernieres combinees avec les deux prccedentes 

(9^2) 79r=R,,,R3,,. 

Dans cette meme hypothfese, R,se reduisant a une fouction entifere 
de a, sera do la forme 

Rj,i A. + B o£j 

A, B etant des quantiles entieres, et Ton aura encore 

A -f- B cc^ 

ou, puisque a® = — i, 

Rs,s= A — B«. 

Par suite, la formule (92) donnera 

/)=:(A-+-Ba)(A —Ba) = A*-Ba"‘ 

OU, ce qui revient au meme, 

( 93 ) /> = A--(-B*. 

Done, alors, la multiplication de 0 ® par ©3, ou plutot de R,,, par Rj^,, 
fournira la decomposition du nombre p en deux carres, c*est-a-dire, 
en d’autres termes, la resolution de I’equation indeterminee 

(94) = 

dans laquelle p designe un nombre premier de la forme 4^ -+-1* 

Si, au lieu de supposer n = 4v, on supposait 

n — 4vv'.. 

V, v', ... etant des nombres premiers impairs, on se trouverait conduit, 
en raisonnant toujours de la meme maniere, a une formule analogue a 
I’equation (90). Supposons, pour fixer les idees, que, le nombre des 
facteurs premiers impairs etant reduit a 2,1’on ait 

rt=:4vv'. 

Alors, en nommant toujours N le nombre des termes qui, dans la suite 

1, 2, 3, •.., 1 , 


OKuvres de C. — S. I, t. UI. 


20 
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' sont premiers a n = 4 vv', on trouvera 

N=2(v-I)(v'-|). 

Cela pose, en etendant I’usage des notations (53) an cas oil, dans le 
produit 

n vv'v", 


on remplace le facteur impair v" 

par le facteur 4> par consequent, au 

cas oil Ton remplace les equivalences 

V"— 1 

X ^ ( mod.v"), 

V"— 1 ^ 

X ^ = — I (mod.v'’') 

par les equivalences 


x^i (mod.4)> 

x^ — i (mod. 4) 

et les sommes 


«. ^ +. . . + ^ « - A" ^ 

2 

I -4- A" 

j 1 1 — I “r « 

2 

par 

a et 


on obtiendra, pour representor les produits (54), non plus des fonc- 

tions lineaires de 

I — A" 

i-H A" 

2 

^ 2 ^ 

mais des fonctions lineaires de 


a, 

— a, 

lesquelles, d’ailleurs, ne cesseront pas d’etre en memo temps fonc¬ 
tions lineaires de 

1 — A I -t- A 

2 

2 

et fonctions lineaires de 


j —A' 

ih-A' 


2 2 


Done, alors, au lieu des equations (55), on en obtiendra d’autres de la 
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forme 


(9=*) 


I 4(;t. I, l] [ t, — I, - ll [-1. I. - -ll [■ - I, ~ l, I I (t -f- bu^^', 
I 41 - I, ~ I, — 1 I [ - I. I, l] [ I, - 1, I I [i, I, -- i] -r rt — boi^A', 


a, /Mlesigiiant ilt's tjuntUUes enlieres qui, comnu'. tes produils (■'>/(). 
seroiit ilivisibleH pur /»“, e.’est-a-dire par le carre do 


«? ou (le «i « , , 

si le nombre 

N ^ 

8 a ' '1 


ii’est pas divisible par (iomme, d’ailleurs, datis cliaeune dcs eqna- 
fioiis le jireiiiier iiietnbre, ou le (juadruple do I’lm des pro- 

duitsf devra ne reduire ati ({uadruple (run noinbn' etilier, si I’oii 
remplaee A. A' par des nombres impairs (els quo I’uiiiU’! et « par uii 
nombre pair ou {tar un uoinbre impair, {tar extuiqile {tar o ou {tar i, il 
esl elair (jue 

a el n h b 


devrout (Mre des multiples de 4 . Done, a, h seront divisibles jiar 4 ou 
de la forme 

fl 4 A, A -411 
et les formules (() V) douneront 

\ 11. ' I (i. — ■ 'll"'* ‘! I™ '* - t. ') = A + ll«AA', 

I [ - I, — I, - t] [ — I, (, 11 j I, — I, — i] {i, t, ~ i] A—TlaAA', 

les vabnirs uumeriques de A, B t'*laut des iiombres enliers qui seroul 
certaiiiemeiit divisibles {tar /t® si le uttmbre 

8 'a a 

n'ost{)as divisible {tar 4* irautre. {tart, on reconnaitra sans piune quo 
les formules (( 14 ) aont aftpHeables au cas ou, dans 1« produit 
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les facteurs impairs v, v' sont tous deux dc la forme 4^ H- i; les for- 
mules ( 65 ), au cas ou un seiil de ces facteurs impairs, v par exemple, 
est de la forme [\x~\-\-, enfin les formules (66), au cas oil les fac¬ 
teurs V, v' sont de la forme Dans les trois cas, les for¬ 

mules ( 64 )i ( 65 ) ou (66) entraineront la formule (67) ct, dans le 
second cas en particulier, les formules ( 65 ) ou (68), jointes aux 
equations (96), donneront 

N 

. A=/?‘, B = 0 . 

Mais, dans le premier et le troisieme cas, on tirera de requation (67), 
jointe aux formules (96), 

N 

(97) ■ /)2_ 

et, comme on aura, dans le premier cas, 


dans le troisieme cas, 


A'=v, A'»=v', 


A-i= —V, A'^ = —v'. 


il en resulte que, dans le premier et le troisieme cas, on trouvera 


par consequent 


;>« = A^ -I- vv'B^ 


On peut remarquer, d’ailleurs, que les deux cas dont il s’agit sont 
precisement ceux oil le produit 


/ « 
VV m y 

4 


est de la forme (^x-{-i. Ajoutons que les quantiles entieres A, B seront 
diyisibles par p-, si les deux nombres v, v' sont dc la forme 4i<7-H3. 
Generalement, si n est de la forme 


V, v', v", ... designant des facteurs premiers impairs, alors, en nom- 
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inaut tuujdurs N h* iiombro (Ics tcriiu's proniiors a n ot coinpris dans 
la suite 

I, a, 3, .... rt-t, 

(^’est-a-diro tni p<isant 


N . a (V ~ I) (v' ~ I) (v" — I) • • • I 

on trouvera 

2 

A*-(-w'v'.. .H*, 

ou, ce ((ui revient au intuno, 

N 

( 99 ) /<’= A*+- 

A, H designatit dcs quantitt^s enliftros, dont la socondo. sera nulle 
Inrstjuc h* pruduit 


sera do la forme 4'^ ■+• 'i at nessera dc s’evanouir lorsquo k; mfime 
(iroduil sera de la forme 4 a? ■+■1. Ajoutons qm^ les quanlites A, B 
seronl divisihles par la puissance dc p, dont lo degre est lo nombre. dcs 
facteurs impairs 

V, v', v', ... 


si le projluit 




n’est pas divisible par 4- 

Si mainlenant on desigtie par /? la plus haute, puissance de p qui 
divise simultaiu'ment A et B, alors, en posant 


A /Aj-, H 


on lirera de la formule (tit)) 

(I mi ) 


p ^ -^uX. 




Supposons encore « H. Alors, si Ton nomine a une raeine primi 
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live de I’equation 


I, 


les quatre racines primitives cle cette mtoe equation scront 


■ a^, a^, cO 


et Ton aura 


«*= — I. 


/'-i 


Alors ausTsi la formula ( 3 ) donnefa 

Q\:=p, 0,0,= 03 0,= (-l) “ 

et I’on tirera de la formule (4) ' ' 

©1 ©8 — Ri,3.®4> ©S ©7 — Rs.T ©i> 

puis, de ces dernieres equations combinees avec les deux precedentes, 

(lOl) ^=:R,,3R5,,. 

D’arlleurs 

sera une fonction entiere et symetrique de 

a, 

par consequent, une fonction lineaire des sommes do la forme 

le coefficient numerique de chaque somme etantun nombre entier; et, 
d’autre part, la somme 




se reduit, pour m = \ ou 3 , a 


a H- a®, 


Cf} -H a® rz: a® 4- =1 O, 


a* 4- ^12 — — 2, 


pour m = 2 ou 6, a 
pour m = l\, a 
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('nlin, pour m .■) on 7, u 

~ a’ + a’* a®-i- a’ — (« -H a®). 

Done U,.3 sc rciluira .siniplcmcnt ii uiio fonction linoairo do la soimnc 

a -h a*; 


ct, coinmc on dtalnira do U,,, on rompk^aml 


par 


« el «* 

jx»™. a el a’ .r= a’, 


on aura ncco.ssair(>inont 

I U|,j" \ l U(a t- a*), 

(loa) I 

(Us., A-»(«+■ a*), 

A, B ili'Hignant clcs (juantitos onfiorcH. 

Si maintonanl on ooinbine los formulos (loi) avoc los equa¬ 
tions (lou), on on oonc-lura 

p r >a»)S 

(d, 001mm* on aura 

(a a’)* a’ +■ a" 4 - 4a*9a‘ — a, 

on trouvora dofinilivcinont 

(u) 3 ) P A* c all’. 

Done, p otanl uu nombro premier do la forme H.c 4-1, on pourra tou- 
jours salislaire, pur dos valours enlii'’r(‘s do a*, /, ii requalion inde- 
lormin^B 

(lu'i) p sa-’ l ij*. 

On pourrait enrorc faeilenient etondro los principos quo nous ycnons 
d'exposer au cas oil !e nombre n serait de la forme 


n ■ 
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ou meme de la forme 

n — Sv'j'v".. 


V, v', v", ... etant des facteurs premiers impairs. Alors les resul 
seraient analogues a ceux que nous avons obtenus en supposant 

n “ ,. .. 


Seulement, en passant d’une hypothese a I’autre, il faudrait substit 
aux racines primitives 


de Tequation 
les sommes 


a et c(} — —a 


ocH-a^ et — —(a + a®) 


OU 


et —(oc*+-a’), 


formees par I’addition de deux des racines primitives 


de I’equation 


a, a®, a®, c(P 


= I. 


Cela pose, en nommant N le nombre de ceux des termes de la suite 


I, 1, 3, ..., n — i 


qui sont premiers a 
c’est-a-dire en posant 


n — 8vv'v"..., 


N=4(v —i)(v' —i)(v"—i)..., 


et designant par A, B deux quantites entieres, on trouverait : i° d 
le cas oil le quotient 

, - — vv^ v''. . . 
o 

serait de la forme 

N 


NOTE III. 


2° dans le cas oil le meme quotient serait de la forme [\x 4-3, 

N 

= A*-7 («-t-a’'A’A'‘ A"*..., 

les valeurs de A^ A'^ A''^ ... etant dans I’un et I’autre cas 

V — l v^—1 V"— 1 

A^=(—i) ‘ V, A'‘=(-i) 2 v', A''“=(—i)“v", 

et, comme on aurait evidemment dans le premier cas 

{(X Cf} OL ^— 2 2 , 

V-1 V'-T v'''—I 

-^- 1 --^--h...= o (mod.2), 

A^A'*A"^ . . = vv'v".. 

puis, dans le second cas, 

(a - 4 - a’)^zr a--h a®-h 2 = 2, 

^ —I v'—f v^'—I , , ^ 

--1---1---(mod.2), 

A* A'* — I W 

il est clair que, dans Tune et Tautre hypothese, on se trouvera condi 
a la formule 

N 

p^z=zA^-\- 2 vv'v". . 

qu’on pent encore ecrire comme il suit : 

(io 5 ) j2==A*-h2(|jB*. 

Ajoutons que, dans le premier cas, les quantites A, B seront divisibl 
par la puissance de p qui a pour degre le nombre des facteurs impa: 

V, v', v", ... 

si tous ces facteurs sont de la forme l\x 4- 3 , attendu qu’alors 
produit 


2 


2 


2 
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sera divisible, non par 8, niais seulefneint par 4, et qu’dri aura d’ailleurs 

04VV'V"^^ ®1 ~P‘ 

-n 

2 

Dans tous les cas, si Ton designe par la plus haute puissance 
deJO, qui divise simultanement A et B, alors, en posant 

A = p^x, B = p*'y, 

N , ‘ 

P=--^h 

on tirera de la formule (io 5 ) 

{io6) 


Nous remarquerons en finissant que, si le nornbre premier p, etant 
de la forme l\x + Z, se reduit precisement au nornbre 3, les for- 
mules (iG) doviendront inexactes. Mais alors, pour retrouver I’equa- 
tion (20), il suffira d’observer qu’on tire de la formule (3) 

@1 ©2 = yO, 

et de la formule (4) 

0? = R,,,©,, 0| = R2,20., 

puis de ces dernieres, combinees avec la precedente, 

('O 7 ) /> = Rl,l R-2,2. 


Dans cette meme hypothese, si, en nommant p une des deux racines 
primitives de I’equation 


41 ? ’ zz: I, 

p —p5=: A, 


Ton pose 

on aura, non.seulement 

( 108 ) A’- = —3, 

mais encore, eu egard a la formule p + p- = — i, 

I — A ^ I H- A 


■ note; IV, 

Comme on aura, d’autre part, 

I^i.t = ^0+ C] p -h C 2 P*, <?0-4- c, p^-t- Csp, 

c„, c, designant des quantiles entieres, on en conclura 
('09) , 2R.,, = A + BA, 2Rj,2=A-BA, 

les valeurs de A, B etant ' • 

A 2 Cq C^ Cj, R nz C, — Cg, 

puis on conclura des formules ( 107 ) et ( 109 ) 

ou, ce qui revient au meme, eu egard a la formule (108), 

(ito) f^p = A.--h SB'-. , 

L equation (iio) est evidemment de la forme de celle qu’on ol 
drait en posant n, = 3 dans la formule (20), 


NOTE IV. 


SUR LES RfiSIDUS QUADRATIQUES. 


p etant un nombre entier quelconque, on a, comme on sait, ' 




.2.3. p 


( 1-2 ./) ( 1.2 .»•) ( 1.2 . A ). . . 


x-fyi 


le signe S s’etendant a toutes les valeurs entieres, nulles ou posii 
de 

. g, h, ... 

qui verilient la condition 
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Si p est un nombre premier, le coefBcient numerique 

1.2.3. p 

(1-2./)(l.2.AOC'-S./!)... 

se reduira toujours evidemment a un multiple de p, a moins 
ne suppose’un seul des exposants f, g, h, ... egal a p, tous b 
etant nuls. Done alors la formule (i) donnera 

(2) {£c H-y z -h.. .)P = a;P yP-h sP-h'.. .-^pP, 

P designant une fonction entiere de x, y, z, ... dans laq 
coefficients numeriques seront des nombres entiers. Done 
attribue a x, y, z, ... des valeurs entieres, on aura 

(3) {x-hy + z-h.. .)p= xP + yp-i-zP +. .. (mod.p). 

Si maintenant on pose 

alors, en nommant k le nombre des quantites x, y, z, ..., 
la formule ( 3 ) se reduire a 

(4) kp=k (mod./>). 


L’equivalence ( 4 ) comprend le theoreme enonce par Fermat e 
lequel la difference 

XP — X 

est, pour des valeurs entieres de x, toujours divisible par p, 
p est un nombre premier. Comme d’autre part I’equivalence 


ou 


entraine la suivante 


xP — x = o (mod.p) 
x{xP~' —i) = o (mod./?) 


(5) xP-' —1 = 0 (mod./?) 

lorsque X n’est pas divisible par p, il en resulte que tout 
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comme il suit: 

(6) xP~' = i (mod./j). 

Si d’ailleurs on nomme t une racine primitive de I’equivalence (6), les 
diverses racines de cette equivalence pourront etre representees ega- 
lement, ou par les divers termes de la progression arithmetique 

IJ 2, 3 , ‘ 9 p * > 


ou par les divers termes de la progression geometrique 

I, t, t*, fp-*; 


et, par suite, tout nombre entier, premier a p, sera equivalent, suivani 
le module p, a une puissance entiere de t. Ajoutons qu’en vertu de la 
formule 

^p-i = i (mod./)) 


on aura generalement 




si Ton suppose 
Done une racine 


A = (mod./) — i). 




de I’equivalence (6) ne devra point etre censee alteree lorsqu’on j 
fera croitre ou diminuer I’exposant h d’un multiple de /> — i. Enfin, 
comme, en supposant p impair, on aura 

I’equivalence ( 5 ) ou (6) se decomposera, dans cette hypothfese, en 
deux autres dont la premiere 


(7) X “ =i (mod./)) 

aura evidemment pour racines les puissances paires de t, savoir 
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tandis que la seconde 

. a? — 1 = 0 , \ . 

oil 

(8). I (mod./?) 

aura necessairemerit pour racines les puissances impaires dei t, savoir 

t, LP-\ 

Ainsl, parmi les termes de la progression arithmetique 

I, 2, 3, p — i 

represeritant les rfestes ou residus qiii peuvent provenir de la division 

d’un entier par p, les uns, en nombre egal a seront equivalents, 

suivant le module p, a des puissances paires de t, par consequent k 
des carres parfaits. Ces termes, dont chacun est le reste ou residu de 
la division d’un carre par p, se nomment, pour cette raison, risidus 
quadratiques, aussi bien que les nombres equivalents aux memes 
termes suivant le module p; et comme, dans le cas ou Ton prend p 
pour module, tout nombre premier ^ p equivaut a une puissance 
entiere de t, le carre d’un tel nombre equivaudra necessairement k 
une puissance paire de t, c’est-k-dire a une racine de la formule'^7); 
d’ou il resulte que tout residu quadratique, different de zero, sera une 
semblable racine. Done, les racines de I’equivalence (8) qui sont 
distinctes des racines de I’equivalence (7), mais, comme elles, en 

nombre egal a -- S ne pourronfetre des residus quadratiques sui¬ 
vant le module jD. C’est ce que Ton exprime en disant que chacune des 
racines de I’equivalence (8) est non-residu quadratique suivant le 
meme module. 

Pour abreger, nous designerons, avec M. Legendre, par la notation 
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p-i 

le reste de la division de k * par le nombre premier p. Celapose, on 
aura generalement 



si k est divisible par p, et, dans le cas contraire. 



suivant que k sera residu ou non-residu quadratique. Comtne d’ailleurs./, 
etant une racine primitive de I’equation (6), ne pourra verifier la for- 
mule (7), on aura necessairement 

(9) ^ ’ =—* (mod./j), 

et comme t ^ sera evidemmenit une puissance paire ou impaire de t, 
suivant que p sera de la forme ou 4 ^-h 3 , cm peut affirmer 

que — I sera residu quadratique dans le premier cas et non-residu 
quadratique dans le second. Enfin, comme, d’apres ce qui a ete dit 
plus haut, la progression arithmetique 

I, 2, a, p — i 

# 

renferme autant de residus que de non-residus, on aura necessaire¬ 
ment 

Generalement, si, une suite de nombres entiers 

Cly h f C, ••-, / 

etant composee de n termes differents premiers a p, on suppose que, 
dans cette suite, les residus quadratiques sont en nombre egal a n' et 
les non-residus en nombre egal a n", on aura, non seulement 
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mais encore 

(u) "’-"-[5]"^ [!]+[?]+• ■•■*■[?] 

et, par consequent, 

— 1 • p—^ 

^,3) n'—n''=a ^ + i> * +c ^ ’ (mod./>). 

On peut d’ailleurs ecrire I’equivalence (i 3 ) comme il suit: 


(i 4 ) 



izl 

dz~ 


(mod.p), 


la variable s devant etre reduite a zero apres les differentiations 
tuees. 

La formule (i 4 ) offre un moyen facile de determiner la diffe 
n'— re", et par suite, eu egard a la formule (i i), chacun des nombi 
n" lorsque, le nombre re etant inferieur a p, la suite 

a, b, c, I 

se reduit a une progression arithmetique 

h, h^k, ‘ 2k, ..., A -h (re — i)k. 


Alors, en effet, la somme 

eaz ^ Qbz ^ qCZ ^ ^ qIz 

devient 

QTlkZ _ j 

ehzf^ ekz_i^ + . . .-H —y: - 


et, par suite, la formule (i4) se reduit a 


p-i 



Concevons, pour fixer les idees, qu’on demande le nombre 
residus quadratiques et le nombre re" des non-residus inferieur 
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c’est-a-dire compris dans la progression arithmetique 


Alors on aura 


et, par suite, 

(. 6 ) 


I, 2, 3, 




h = i, 


k = i 



D’autre part, la difference entre le rapport 

/>+■ _. 

e - ” — e~ 

. e-— I 

et celui dans lequel il se transforme, quand on y remplace p par zero, 
est 

_ 1 _ ;7H-1 _ 1 ^ 

e ^ "—e- e-"- e ^ 

17) ---;- — --- 

e- — I e- — I e- — i 


lijjle est done egale au produit 

et sa derivee de I’ordre relative a z, se composera d’une suite de 

termes dont chacun sera proportionnel au facteur 

r-n . 1. 
e = e^" 

ou a Tune des derivees de ce facteur. Or, comme ces derivees s’eva- 
nouissent avec le facteur lui-meme quand on y remplace .s et jo par 
zero, cornme d’ailleurs on trouvera 
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il suit de la formule (17) qu’on aura, pour une valour luille de 


azl / -- 

^ 1 / e 2 e'^ — e- 


rzl \ — I e- — 

dz - 


= 0 (mod./;), 


par consequent 


/ Pll, \ [ i. 

£l_l ^ Is A—{ 

/) -1 \ — I 1 p -1 \ — 1 

dz ^ ' dz - 


p~'^ / I, _ 1 

\d^ ^ 


2 (IZlV \z -Iz 

d'' ® d*' H— Q ^ 


Done la formule (16) donnera, dans I’hypothese admise. 


P~^ . _I , 

■ I d e ‘■' 

" 2 L:i\ 1= -i = 

dz ^ -+- e ^ 


(mod./;). 


Enfin, s devant Mre reduit a zero apres les differentiations, on pi 
sans inconvenient, remplacer 5 par s \J — i dans la formule (18 
se troiivera ainsi reduite a 


p -» ^ 

-1 d 2 tang- 




2 P~ ^ 

dz 


(mod./;). 


Ajoutons qu’en vertu de formules conn ties, la valour do tang- 
generalement fournie par requation 


/ I 2 - — I s 12 " — I z’^ 

tang :7 = 2 X-h o-q-rT ~-7 

4 2 1.2 DO 2’^ 1.2.0./1 


42 9/ 1 . 2 . 3 . 4 . 5.6 


dans laquelle les coefficients numeriquos 


I I I 


6 ’ 3 o’ 42 


que nous designerons generalement par 


1 , "^00. cits 




sent ce au’on apoelle les iiombres de Bernoulli. 
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Pour appliquer la formule (19), il convient de distinguer deux cas 

suivant que est pair ou impair, c’est-a-dire, en d’autres termes, 

suivant que p estde la forme lyac •+• i ou 1 {X ■+■ 3 . Dans le premier cas 
on a, pour une valeur nulle de s, 

d ^ taog^ 

- 

dz. 2 

et, par suite, la formule (19) etant reduite a 

n'—n" = o (mod.jo), 
on tire de cette formule, jointe a I’equation 

rl' -I- n" =r /^ = — -, 

n'= n''= ' ' ' (mod./?), 

par consequent, 


Au contraire, lorsque est impair et/j de la forme [\x -t- 3 , alors, 
en ayant egard a I’equivalence 

= i (mod./j), 

on tire de la formule (20), pour une valeur nulle de z, 

L_ - 

d ^ langy j, j / ;>-i \ 

-r-^ = 4 - —f -- TTT-r 1 ^ 4 U — 2 ' (mod./)), 

2 ~ ^ ^ 

et, par suite, la formule (19) donne 

r-i-‘ / 

(22) /i'—«"=(—!) * 2\2 —2 “ jXp + i (mod./)). 

4 " 

D’ailleurs, lorsque p est de la forme [\x -h 3 , il est necessairement de 
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I’une des formes 8 a: + 3 , 8 a; + 7 et, corame on le verra tout a 1 ’ 
on a : 1“ en supposant p de la forme 8 a; -4- 3 , 

tzl 

2 2 (mod./?); 

2*^ en supposant p de la forme 8^ 7, 

Done, la formule (22) donnera, iorsque p sera de la forme 'dx 4- 

fi' — 

( 28 ) n.' — n" = —--— = — 

~ t 

et, Iorsque p sera de la forme 8a; -i- 7, 

, ,, „ n' — n" 

^24) =2 2 ■ - = ttrt.0^,4-1, 

— 2 — 

Ainsi, Iorsque p est premier et de la forme t^x -h 3 , la demi-diff 
entre le nombre des residus et le nombre des non-resulus inft 

\’\^p est equivalente, suivant le module p, a un nombre de Bei 

ou au triple de ce nombre pris en signe contraire. Cette prop( 
remarquable a ete, pour la premiere fois, enoncee et demt 
en i 83 o, dans le precedent Memoire dont un extrait a ete publi 
le Bulletin de M. de Ferussac sous la date de mars 1 83 1. 

En joignant aux equivalences ( 23 ) ou (24) la formule (i i), 01 


2 

on en tire : 1° Iorsque p est de la forme 8a7 h- 3 , 

(20) n s ^ 3 ^ ^ —j— 3(rnotl.jD)^ 

2° Iorsque p est de la forme 837-1-7, 

(26) n'~ -l-Xp+i, fi"= - 


(mod./?). 
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Au reste, les formules (ii) et (i 5 ) fourniraient, avec la mem 
facilite, le nombre des residus et le nombre des non-residus quadra 
tiques compris dans une progression arithmetique dont les terme 
seraient positifs et inferieurs a 

P ' P X P 

ou a 5 -> ou a ) • • • • 

o Z|. o 

Concevons maintenant que, p etant un nombre premier impair, oi 
demande la valeur de 

[-;] 

ou, ce qui revient au meme, le reste de la division de 2^~' par p. Pou 
y parvenir, il suffira, comme on sait, d’elever a la puissance du degre j 
I’un quelconque des facteurs imaginaires dans lesquels pent se decom 
poser le nombre 2. Or on a evidemment 

2 = (1 + (t — v^) 

ou, ce qui revient au meme, 

2 = (1 4- <x) (1 — a). 

a designant une des deux racines primitives v/—i, —v^—ide I’equa 
tion 

D’ailleurs, on tirera de la formule (2) 

(27) (j -h cpc)^=: I -h 

P designant une fonction entiere de a dans iaquelle les coefficient 
numeriques seront des nombres entiers, et comme on aura, d'autr 
part, 

cf}:=z —I, (i-^a)2=2a, 

par consequent, 

tzl lul 

(i= 2 ^ a ^ 

p — ^ p-^ 

(i-4-a)^=2 ^ a (i-j-oc), 


et 
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la formule (27) clonnora 

/>-» /’-i 

2 * a ^ (n-ot)=ri-(-a/' + /3P 


ou, ce qui revient au meme, 


(28) 


/.-i 


I - 4 - P 

-h - 


a ^ (i.-h a) a 2 (i a) 

Enfin, comme on aura : 1° en supposant /) cle la formo [\x -+-1 

j -h a-P = r 4- ix, 

1 p — ^ /^ — i ;> -H 1 /) — 1 

= “ * =(—1) ‘ =(—t)~“; 




2° en supposant72 de la forme -+- 3, 


p-M 


I -f- cc = a(i 4- a^) = a(i -f- 

r -1 /: 

^ =(-I) ‘ =(-l) ■ 


on en conclura, dans tons les cas, 

r -h ex.!' 


{p—l){p-+-\) 


ILzl 

a “ (1 -H a) 


= (_,) 


ce qui permettra de reduire I’equation (28) a la suivante 


(29) 


p~i 1 f>~i n-^i 

2 ^ if 2 — 


I 4- P 


I -4 


En vertu de cette derniere equation, le produit 

P _ P (I — a-") 


I ■+- a.i> 


sera egal, au signe pres, a I’un des nombres entiers 
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et com me I’expression 


P{i — aP) 


sera necessairement une fonction entiere de a dans laquelle les coeffi¬ 
cients seront entiers, cette expression, en devenant independante de a 
ne poiirra se reduire qu’a une quantite entiere. Done le produit 


et sa moitie 


/?P(l - C(P) 

'Pil — a.P) 

P -i— 


seront deux multiples du nombre premier p, et la formule (29) donnera 

p — t 1 />- 1 />-n 

( 3 o) 2 “ =(—i)- 2 ’ (mocl.p) 

oil, ce qui revient au rneme, 1 


( 3 i) 



1 /’ — I 

= (—rp 2 2 . 


On tircra, en particulier, de la formule ( 3 i) : 1“ en supposant p de la 
forme 8.2; ±: i, e’est-a-dire de Tune des formes 8a?-f-1, -+- 7, 



2" en supposant p de la forme 8a? ± 3 , e’est-a-dire de Tune des formes 


8.r -I- 3 , 8.2? + 5 , 






Ainsi le nombre 2 sera residu quadratique pour les modules premiers 
de la forme 8a?- hi, 8a? -h 7 et non-residu pour les modules de la 
forme 8a? -H 3 , 8a? -H 5 . 

Observons encore qu’on tirera de la formule ( 3 i) : 1° en supposant 
p de la forme -h 

2 
P 
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2" en supposant p de la forme 4 ^ -i- 3 , 



Ces deux dernieres formules sont precisement celles que, da 
deux cas dont il s’agit, on deduirait immediatement de la formul( 
II resulte de la seconde que, le nombre premier p etant de la 

4ir + 3 , 2 ^ sera equivalent, suivant le moduleyj, a -+-1 si ce u 
est, en outre, de la forme 8a; -)- 7 et a — i si le meme module 
la forme 8a; -4- 3 . 

Comme la demonstration de la formule ( 30 ) ou ( 3 i) repose 
rement sur le developpement de la puissance p du binome 


I H- cCy 

i 

a etant une racine de I’equation a;* = — i, on arriverait encoi 
meme formule en developpant immediatement, a I’aide du the 
de Newton, I’expression 

(n-v'~)'' ou (i — 

et ayant egard a la formule 


Effectivement, on trouverait alors : 1° en supposant p de la 
4a7-+-i, 


I 


( 32 ) 


pip — 


I , 2 


1.2.3 


1.2.3. 


2“ en supposant p de la forme 4 ^ ■+■ 3 , 




(33) 2V=(-i)^| ^-p-Pl P --ll + P A.P-^ ) . iP-^ ) 
^ ^ 2 1.2.3 


Pip- 


1.2.3. 


Ainsi, en particulier, en prenant 

P = 3,, /?=:5, /3 = 7, /0=:II, 

on trouvera successivement 

2 ——(£ — 3 ), 

2^ —— (i H- 5 — 10 ), 

2^r= I — 7 — 2H- 35 , 

25 — — (i — 11 — 55 -I- 1 65 4- 33 o — 462), 


Uno methocle somblable acelle que nous venons de rappeler et par 
laquelle on obtient la valeiir de 


[i] 


pent servir a trouver generalemcnt la relation qui existeentre les deux 
expressions 


[-1 et 





ou, ce qui revient au meme, entro les restes de la division de 
par p etdes^ "' par q, p et^designantdeux nombres premiers impairs. 
Efi'ectivement, pour obtenir une transformation do I’expressibn 


L/>J 


il suffit d’elev'er a la puissance p Tune des racines carrees imaginaires 
de ±p. Or, d’apres ce qui a ete dit dans la Note I, si Ton designe par 0 
une racine primitive de I’equation 

( 34 ) 


xP—i, 


alors, en posant 
( 35 ) e- 


' + 5 *’—...+ I 


QtV- 


:A, 


on aura 
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D’autre part, q etant iin nombrc premier impair, il result( 
mule (2) que requation ( 35 ) entrainera la suivante ; 

( 3-) Q'i‘ —... -I- — g?*'’"- H- q Q, 

qQ etant une fonction entiere de 0 clans laquelle les eoeffici 
riques seront non seulement des entiers, mais encore des 
de ^ ; ct comme, t etant une racine primitive de I’eqiiation ( 
evidemment 

(5v _ B'i‘ -t- 0'/'’ —... 4- 0'/"”'— S'?"’-’ = ±: (9 — 0' -t- 9'*—... + 9""’ — ( 


le double signc devant etrc reduit au signc + 011 au sigi 
que le nombre q sera equivalent, suivant le module p, a unc 
paire ou impaire de t, c’est-a-dire suivant que I’on aura 



il est clair que I’equatioii (37) pourra etre reduitc a 


(38) 

Enfin, comme 


A''/ = 


P 


A -H lyQ. 


A'i' = (9 — O'-H 9'*—... + 9"'"“— 


sera evidemtpent unc fonction entiere et symetrique, non sei 


mais encore de 


0, 0e, 0'‘, ..., 

6 ‘, 6 ‘\ 8 ‘\ ..., 0"'“', 


par consequent une fonction entiere et lineaire des deux sc 


et meme une fonction qui changera de signe lorsqu’on rer 
par O', par consequent lorsqu’on rempMcera la premiere soi 
seconde, on peutaffirmer que sera proportionnel a la dil 
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ces deux sonimes, c’ost-a-dire ad, le coefficient niimerique de A etant 
un nombre entier. Done, puisque, dans le second membre de I’equa- 
tion (38), le premier terme se reduit a ± A, le second terme 

sera encore proportionnel a A, le coefficient numerique de A etant un 
nombre entier multiple de q. Cela pose, I’eqiiation (38), divisee par A, 
donnei’a 

(Sg) Ai“'= ^ (mod.^). 

De cettc derniere equation, combinee avec la formule (36), on tire 

J- =(—I) ^ ^ p (mod.gr), 

_ r' _ 

par consequent 



Telle cst la loi de reciprocite qu’a trouvee M. Legendre et qui sert de 
base a la theorie des residus quadraliques. La demonstration (’) que 
je viens d’en donner, et que j’axais deja exposee dans le Bulletin de 
M. de Ferussac de septembre 1829, est plus rigoureuse que colle 
qu’avait obtenue M. Legendre et plus courte que celles auxquelles 
M. Gauss etait d’abord parvenu. 

Si le nombre h est le produit de plusieurs facteurs a, h, c, ..., 
I’equation 

k — abc ... 

entrainera evidemment la suivante : 

( 1 ) Dans la troisieme Edition de la Thiorie des nombres, qui a paru en i83o, M. Le¬ 
gendre presonte cette demonstration comme etant la plus simple de toutes etTaltribuea 
M. Jacobi, sans indiquer aucun Ouvrage ou ce geom^tre Fait publi^e, et dont la date soil 
ant^rieure au mois de septembre 1829 . 
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En d’autres termes, on aura generalement 



On trouvera de memo 




On pent voir, dans le Bulletin de M. de Ferussac deja cit( 
les inemes principes peuvent etre appliques a la theorie < 
cubiques, biquadratiques, etc. 


NOTE y. • 

DfiTERMINATION DES FONCTIONS R/,,*, . . . ET DES COEFFICIE.N' 

qu’elles henferment. 

Si, en designant par p un nombre premier impair, p: 
racines primitives des equations 

par^ vine racinc primitive de I’equivalence 

xP-'-=i (mod.p), 
enfin par h, k des quantites entieres, on pose 

(I) ©A = 0 -I- T* Q‘ + T-* 0^’ -I- . . . A 

il est clair que la condition 

k = h (mod./v — i) 


entrainera les formules 
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en vertu desquelles on pourra toujours, si Ton veut, reduire I’expo- 
sant h d’une puissance entiere soil positive, soit negative de t, ou 
I’indicc h d’une expression dc la forme 0^. a I’un des nombres 

O, I, 2, 3, p -2. 

D’ailleurs, ainsi qu’on I’a prouve, on trouvera: i” en supposant h 
divisible par/D — i, 

(2) 0/,= ©„=:—i; 



2 ” en supposant h non divisible par /> — i, 

(6) R/,,_a= —(—1)*/5; 

\ 

et, comnie on trouvera encore 


0-A0-/.. 

^h+/c 


on en concliira, eu egard a la formule (3) et on supposant A, ainsi 
que h 4- k, non clivisibles par /? — i, 

( 7 ) = 

Ajoutons que, si A H- ^ n’est pas divisible par /> — i, on aura [voir la 
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■formule ( 3 ) de la page 88] 

(8) R/,,*= 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de comprises dar 

I, 2, 3, p—i 

et les valeurs correspondantes de i, j etant choisies de mani( 
fier la condition 

( 9 ) I (mod./j). 

Concevons maintenant que, dans le second membrc ( 
mule (8), on reduise I’exposant de chaque puissance de t i 
nombres 

o, I, 2 , 3, p — 7.. 

Ce second membre deviendra une fonction entiere dcT dud( 
et Ton aura identiquement 

(10) = ao+ aiT + a^T^-l-.. .-4- a^-oT/'-^, 

ao, a,, a,, .... a^_2 designant dcs nombres entiers don.t 
pourront s’evanouir et dont la somme, egale au nombre di 
de i, verifiera la formule 

(11) ao+3] + 82 - 4 -... Qp—j = p — 2 . 

Cela pose, I’equation (10) donnera 

( 12 ) Bo 4- BjT - 4 - a^T^ + . . . 4 - ap—jT^”*. 

D’ailleurs si, dans I’equation (10), on remplace t par t'", 01 
(i3) S(TimA+y,n*) _ ajxi'"' 4-.. . 4- ap_2v(/'-2)'«. 

Done, si le produit 

m {h ■+■ k) — mh H- mk 

n’estpas divisible par /> — i, I’equation (12) entrain era la si 


si p- I iii\ H;iit li* |iriHliiit 
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\ Ji h u 

aliirs fill lruini*rail : V* i*ii HitpiiHsaiil Wi, mii aoii divisihlas pur/^ — u 

I ! ,** « S I fi > J ml ^ J ^ 

ji;ir i’aitsi’ijiiriif 

iiai . .ijT’** ^ ■ . l; 

?/’tai ^ii|ijHj*%aiil //i/i li si»|»ari*iiii‘iit dtvisihlf*s |»ar/^ — i* 

s S I ^ ^ ^ . . 1 ^ 

j»ar **«n*Hi*niiaiii 

* 

a,, f i-ai?’'*’ 1 = .,, i it^,,.|T^’ /# ■■■ *u 

it liiiii iruliHta'^rr ijiii% tItiiiH li* j»r*’Hiii*r iiH»iiihri* <lc l'<‘(|iuihuu ( iH )* 
Ws inuH^aiita^H tU* r, ijiii {roiivi^raat iiiultiplirt^s |hu‘ dvs rcn*!- 

lii’ttailH jiii^iiilHrt iIhIumTh f|i»/i»rii, M*ri»Hl ti»s jHii%s{iiH*as (|ui oHViroiif 
ilrn t*\{Hi*%aiitH |iar/^ ■ i till, vv <jiii rtnicarl aii UHaiia* c*(»lh*s 

f|iii M* rr*Iiiir«Mit a riiiiili*. |lt»nr|<* {triaiiirr iinaiihn' da la fdrnuilc* ( iH ) 
rniiiira Mli*iilii|iiariiaiit att jiraiitiar iiiaftilira da la foruudc^C 1 1J. 

I ’ll iiiii%rii flirt Hiiii|da d*idilaHii% jHiiir da^^ vahMirn diHUiaan da i. It 
at I', riiafliidaillH 


a*-,, I4|» <*|, .»,* ^ 


rnt da rr^iiiidra i*ai|tiatiiiit c*n jiar riipjHirt ii /at dVn tirar, jHHir 
idiaijtia laiaiir da i, fa valatir aorraH|HHidaida da/, lauiaavoiis, jiar 
r\aiiijdi% ijii*iiii jifaiiiia/I *i. Alor^ T ^ara raaiiii» [Hiniitiv<‘ 

■ t lai \ I 

di* raijiiiili«»li 

.r* I, 


laiidi^ ijtii.* / da*^i|4.ii«*ra Hill* ritaiiia |triiiiiliv<* da raijiiivjdaiiaa 

.r* ■. I ClW«i. Ti j, 
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On poum done prendre 

' t — i 

et cn effet, aux valeurs 

O, 1, 2, 3 


de I’exposant i correspondront des valeurs essentiellement d 
et non equivalentes 

I, 2, 4 , 8 = 3 (mod.5) 

de la puissance 2'. D’ailleurs, si Ton attribue successivemen 
valeurs 

I, 2, 3, 


les valeurs correspondantes de 

I — 2-^' 


seront 


(mod. 4 ) 


I— 2 = 4 , I — 4 = 2, I — 8=1 — 3 = 3 (mod.5 
et, par'suite, on trouvera, pour valeurs correspondantes de/, 

2 , I, 3. 

Cela pose, on aura 

^ ^ ^ 2 At _j_ /i-J -/a _|_ (/iH-Zi') 

et de cette derniere formule, jointe aux equations (8) et 
tirera: 

Pour A = I, A = r, A + A = 2, 

Rj , =3;= 2 T% ao = o, ai = o, a 2 = i, a; 

Pour A = I,/c = 2 , Ah-A = 3, 

R,,,= T®+T‘-t-T®= 1 +2T, ao=I, a,= 2, 82=0, : 

Pour A = 3, A = 3, A-i-A = 6 = 2 (mod. 4), 

Ra,3=2T“-l-T‘*=T®H-2T, ao=0, 81=2, 82=1, 83=1 


II serait facile d’exprimer les valeurs des constantes positi 

2> 


^l 9 ^2> • • • ? 
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comprises dans les formules (lo) et (i 3 ), en fonction des sommes de 
la forme 

g ^ fj-ih-hjk ^ Q y S ( nih-^j m k ^ ^ 

En effet, si, dans la formule (iS), on prend successivement pour m 
chacun des termes de la suite 


on en tirera 

0 , I, 

2 , 

3 , p — 2. 

1 ao ai 

•+■ ag 

+ . 

..-+a ;,_2 =/? — 2 , 

1 ao+ 

-T- 


. . 4 -ap-jTP-^' S(t'*+-^*), 

(^ 9 ) i ao+aiT“ 

- 1 - ajT^ 

-h. 

.. 4- = s ), 

1 ao-H aiT/'- 



.. 4 - ap-jTfp-^)" = S (T(p- 2 )(« 7 ‘-t-y*) 


Or, comme, en designant par h une quantile entiere positive ou nega¬ 
tive, on aura generalcment, si A est non divisible par p — i, 

(20) I-t-T®*-t-. . .-h T<-P— 2 )* = o 
et, si A est divisible par p — i, 

( 21 ) I -h T*H- . . .4- — p — I j 

on conclura des formules (19), respectivement* multipliees par les 
facteurs 

T ,r-~m ^—Irn 

l y i. ^ t. y ... y L y 

puis combinees entre dies par voie d’acldition, 

( (/; — I)= /? — 2 -H S 

(22) < 

( g^^2(i7t-hjk) ) § ^^(p-~2)(i/i’i-yk) j 

OU, ce qui revient au ineme, 

( (p 2) a,;i = /? — 2 H- S ) 

(28) 

( ^{p-Z)m g ^ _j„ _ ^ ^ ^/n g 

Ce n’est pas tout. Si, en attribuant a i et.y deux valeurs correspon- 


OEuvres de C. — S. I, t. HI. 
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dantes, propres a verifier la formule (9), on a 


ih->rjk = l (mod.jW — i), 

/ designant I’un des nombres 

Of I, 2, 3 , •••? p 2 

on en conclura, non seulement 

h-k-jlc — 

ii (inod.p). 


mais aussi 


Done la formule (lo) eiitrainera la suivante : 

( 24 ) S (= ^0ai ^ -f- a2 • • • +• a(mod•/?) 

et la formule (i 3 ) donnera pareillement 

( 25 ) S ao-i- as^*"'-!-.. .-h (mod. 

Si, dans cette derniere, on prend successivement pour m chj 
termes de la suite, 

0, r, 2, 3 , p — i, 

on en tirera 


/ ao-H ai 

-4- a2 “H • ■ 

, . H- a;3„2 

= yj — 2 

1 ^0 ~+“ Qi ^ 

-haa^- H-.. 

. . -4- Op - 2 


1 a 0 a 1 

H-as<‘ -H.. 



1 ap a 1 





Or, comme, en designant par A une quantite entiere positive ( 
tive, on aura generalement, si h est non divisible par /) — x, 

( 27 ) I- 1 -«*+f-*= o (mod./j) 

et, si h est divisible par p — i. 


(28) 


I -+■ <**-+-...+ p _ I (mod.p). 
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on conclura des forinules (26), respectivement raultipliees par les 
facteurs 


I, r-"% 

puis combinees entrc elles par voie d’adclition, 

i (p — I) a s /) — a -h r'« S S ) +... 

(ao) I 


(mod./>) 


ou, ce qui revient au memo, 


(3o) 


= 2 — S(f«+yA-) _ g(^!(z7i+yA))_... 


(mod.yy). 


La quantile positive a„, devant etre, en vertu do la formuie (ii), 
inferieure a jo — 2 pourra etre aisemcnt determinee a I’aide de la for- 
mule ( 3 o), si Ton parvient a trouver des quantiles equivalentes, suivant 
Ic module p, a des sornm.es de la forme 

S(r‘'/*+-'*) oil 

Or concevons que, dans la somme 

S 

h et k se I’eduisent, comme on peut toujours le supposer, a deux termes 
de la suite 

Oj ij a^ , f p 2 > 

Alors, si Ton a 

(31) 

ce qui suppose h = o, k = o, on trouvera evidemment 

#■ 

(32) —2, 
par consequent, 

(33) S(f"‘+-'*) = — 2 (mod.jP) 


et, si I’on suppose 
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on trouvera 

g J — S ( — T + T® + . . . H- T^'—^ 

ou, ce qui revient au meme, 

(35) = 

* 

par consequent, 

S(<'■*+■'*) = tp-^ (mod./)) 

ou, ce qui revient au ixieme, 

(36) S(i‘*"*‘''*) s—I (mod.p). 

Si A -f- ^ est renferme entre les limites o, p — i, en sortc c 
( 3 ;) p — i > h -h k > o, 

on trouvera, en vertu de la formule (g), 

(38) S(^‘*‘^-'*) = S [<‘'^'(i—^')^'] (mod./)) 

et puisque, pour i = o, on aura 

l — i^=o, 

il est clair que, dans le second metnbre de la formule ( 38 ), o 
etendre la summation, indiquee par le signe S, ou cornme 
premier membre, aux seules valeurs de i comprises dans la su 

I, 2, 3, ..., /) — 2 

ou bien encore a toutes les valeurs de i comprises dans la suit 
O, I, 2, 3, ..., /) —2. 

D’ailleurs, dans cette derniere hypothese, on aura, en vertu 
mules (27) et (37), 

S(f‘'*) = o, S(<'<'‘+‘)) = o, S(i'(''+*)) = o (me 


et, par suite, apres le developpement de 


NOTK V. 189 

suivant les puissances ascendantes de t\ le second membre de la for- 
inule ( 38 ) se composera d’une suite de termes dont chacun sera equi¬ 
valent a zero suivant le module p. Done la condition (87) entrainera 
I’equivalence 

(Sg) = o (mod./i). 

Supposons enfm 

(4o) h k p — I, 

Alors, A-H ^ etant renferme entre les limites/j —i, 2 (/j —i), si Ton 
pose 

(40 h = (/j — 0 — k = {p — i) — k, 

la somme 

h H-k=:2(/? — 0 — 

sera renfermee entre les limites o, yj —i, de maniere a verifier la 
condition 

(42) JO —i>h-i-k>o. 

Alors aussi on aura 

g= S(;-iii-/k) ■ (mod./>); 

puis, en posant 

(43) / —4 = 1 . (inod./?) 

ou, ce qui revient au meme, ' 

./ =i + '■y 

on trouvera 

g^^/A+yi) = s (<-'''(mod./)). 

D’ailleurs, comme, en vertu de I’equivalence ( 43 ), la formule (9) se 
reduit a 

-'=i-+-d (mod./)) 


( 44 ) 


t 
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on trouvera encore 

(45) (mocl./>). 

Dans le second membre de la formule ( 45 ), la sommation 
parle signe S.doit s’etendre aux diverses valeurs de C- qui pi 
de verifier la condition (44)> par consequent aux diverses va 
comprises dans la suite 

O, I, 2, 3, - /> — 2, 

mais distinctes de la valeur 



pour laquelle il ne serait plus possible de verifier la condit 
reduite a la forme inadmissible 

= O, 

etcomme, pour i = -^^ , on aura i, par consequeid 

i-l-<‘=o (mod./J>), 

il en resulte que, dans le second membre de la formule ( 45 ^ 
mation indiquee par le signe-S pourra etre etendue sans inc( 
a toutes les valeurs 

O, Ij 2j 3j . . , f p 2 

de I’exposant i. Or, dans cette derniere hypotliese, on develoj 


suivant les puissances ascendantes de t\ puis ayant egard 
mules (27), (28) et (42), on tirera de I’equation (45) 




.(h H- k) 


(1.2.h) (i .2. 




ou, ce qui revient au meme, 

( 46 ) • 


(mod.;?), 
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la valeur tie n„ft etant 


(47) 


n = .(h + k) 

(i .2.h) (1.2.k) 


II est bon d’observer quo la formule ( 4 b), dans laquelle h,k et h,k 
sont lies entro eu^ par les equations (4i)» s’etend au cas meme oil la 
somme 

Ji “H k 

redeviendrait inferieure a jo — i et se trouverait comprise entre les 
limites 

o, p — i. 


Alors, en effet, comuie on aurait 


(48) 


h + k > — I 


et, par suite, 

1 .2.3.(h + k) = o (mod./?), 

I’equivalence (47) donncrait evidemment 

( 49 ) nii,i[=o 

et, en consequence, la formule (46) se trouverait reduite a la for- 
mule (dq). 

Observons encore que de la formule ( 46 ), jointe aux equations ( 4 i). 
on tire immediatement 


(5o) = —Hp-i-A.p-i-* (mod./i). 

Dans les formules qui precedent, chacune des lettres A, k repre¬ 
sente I’un des nombres 

0 , I, 2 , 3, ..., /? — 2 

et, par suite, chacune des lettres h, k represente Fun des nombre 
I, 2, 3, 4, .*•, p ^• 

Pour rendre les notations facilement applicables au cas ou 

h, k, h, k 
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representeraient des quantiles entieres quelconqiies, soil ] 
soit negatives, nous designerons generalement par 

n.,,. 

ce que devient le rapport 

1.2.3.(liH-k) • 

(I.2.h)(i.2.k) 

quand on y remplace les quantites' entieres 

h el k 

par les deux termes qui, dans la suite 

2 , 3, 4) •••s p 

sont equivalentes a ces quantites, suivant le module /> — t . ( 
la formula ( 5 o), etendue a des valeurs entieres quelconqu( 
de k, donnera generalement, si A -i- ^ n’est pas divisible par j 

(51) —n_A,_A (mod./>). 

Ajoutons que, si A 4-A devient divisible par jo ^ i, la fort 
devra etre remplacee, ou par la formule ( 33 ), ou par la form 
savoir : par la formule ( 33 ) lorsque /> — i divisera separemi 
et par la formule ( 36 ) dans le cas contraire. 

Concevons maintenant que, dans les formulas ( 33 ), (36 
on remplace 

h par mh et k par mk, 
m etant un terme de la suite 

O, I, 2, 3, ..., /J— 2. 

Alors on trouvera ; i® en supposant mh et mk separement 
par p — I, 

(52) =—2 (mod.yo) 

2“ en supposant que p — i divise la somme 
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sans cliviser ses deux parties mh, ink, 

(53) S(i«n(!/i+/*)) =—I (mod.jo); 

3 “ en supposant le produit m (A -i- A) non divisible par /> — i, 

(54) S(f"'(''‘+>*))=-n_,(mocl.p). 

En vertu de ces dernieres equivalences, la formule ( 3 o) donnera 

(mod.») 

+ . . H- n_(p_2)/i,_(jo_2);i-i"‘ 

ou, ce qui revient au meme, 

(56) a,„ = 2 + !!/,_/; i"‘ + n 2 /,.^ 2 *^"'"^"t- • • • + !!(?—( mod./) ), 
pourvu que, i designant I’un quelconque des nombres entiers 

I, 2, 3, /2 — 2, 

on ait soin de remplacer generalement le coefficient savoir , 

i" par I’unite, quand p — i divisera la somme des produits lA, lA 
sans diviser chacun d’eux; 2" par le nombre 2 quand /> — i divisera 
separement chacun de ces produits, 

Lorsque, a I’aide de la formule ( 56 ), on aura calcule les valeurs de 

correspondant a une valeur donnee de t ct a des valeurs de A, k pour 
lesquelles la somme A + A n’est pas divisible par p — i, alors, pour 
obtenir la valeur de 

il suffira de recourir a Tequation (12). 

Pour montrer une application de la formule ( 56 ), considerons en 
particulier le cas oil I’on aiirait 

/>=:5. 

Alors, si Ton suppose, comme on pent le faire, ^ = 2, la formule ( 56 ) 

OKuifres de C. — S. I, t. 111. 25 
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donnera 


a„= 2 4 - 


Si d’ailleurs on prend 
on trouvera 


h = i, 


k = i, 


(mod. 5 ). 


a,„s 2 4-n,,,2™4-112,5 2-'"4-113,32’'“ (mod. 5 ) 

ou plutot 

a;„s2 4 - 1X1,12'"4- 2='"4- 1X3,32’'" (mod. 5 ) 

en rempla^ant, comrae on doit le faire, 

n2,5 

par I’unite, attendu que p — i =4 divise la somme 

24-2 


des indices places ici an has de la lettre 11 sans diviser se 
chacun d’eux. Comme on aura d’ailleurs, en vertu de la form 


et, en vertu de la formule (49). 

1X3,3 — o, 

on trouvera definitivement, dans Thypothese admise, 
am = 2 4-2'"+’4-2’'" . (mod. 5 ), 

ou, ce qui revient au meme. 


am= 2 4-(— 1 )'" 4 -2'"-^' (mod. 5 ), 

puis on conclura: i" pour des valeurs paires de m, 

a,„ = —24- 2"'-'-'; 

2° pour des valeurs impaires de m, 

a„,= I 4- 2 


et, par suite. 


ais 6 = I, 


83=17 = 2 


(mo 
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Done, puisque chacun des coefficients 

^0> ^29 ^3 

doit etre nul ou positif et ne pent surpasser j9 — 2 = 3 , on aura neces- 
saireinent 

ci 0 zn 0, 31 zz o, So ^9 9 3 2. 

Cela pose, la formule (12) donnera 

ZZ T- -h 2T^ 

On so trouve done ainsi ramene a Tune des formules que nous avions 
deduites directement de la formule (8). 

On pourrait remarquer que I’unite, par laquelle nous avons rem- 
place le coefficient 


est equivalente a ce coefficient suivant le module 5 . Mais on se trom- 
perait si I’on supposait que, dans le cas oil /» — i divise h + k sans 
diviser h et k, on a toujours 

(mod./)). 

Effectivement, en prenant comme ci-dessus p = 5 , on trouvera 

En general, si /? — i divise h + k sans diviser hetk, alors h et k, 
etant reduits chacun a fun des nombres. 

1 , 2 , 3 , ..., p 

fourniront une somine precisement egale ajo — i, en sorte qu’on aura 

h + k=:/; —IS—I (mod.jo), 
ks—li —I (mod.jo), 

et, par suite, 

(k -+- 0 (k H- 2).. .(k + h) = (— O'"! -2.3.h; 
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Or, on tire de cette derniere formule 

(k-^-i)(k4-2). ■.(k+ li) ^ r.2.3 .(l< -I- h) 

~ 1.2.Ii (1.2.li) (i .2. 

par consequent 

(57) ni„ks(—I)*' (mod./;); 

et il resulte evidemment de I’equivalence (07) que, dan 
mule ( 56 ), on peut laisser a i‘"‘, pour coefficient, I’expressio 

Rtii.iii, 

lors meme que p — i divise la somme ih + tk, sans diviser 
pourvu que ih et ik offrent des valeurs paires. 

Une consequence importante a laquelle on se trouve immei 
conduit par la seule inspection des formulcs (8) et ( 5 i), ( 
dans le cas oii la somme h -i-k n’est pas divisible par p- 
pression 

. n_„,_k 

^uivaut, au signe prfes, a ce que devient la fonction ent 
representee par 

quand on y remplace une racine primitive t de I’equation 

XP-' Z= I 

par une racine primitive t de I’equivalence 

a;p-i = i (mod./;). 

Cette derniere racine t doit d’ailleurs coincider avec celle que 
la formule (9). 

Lorsqu’on veut appliquer a des cas particuliers les for 
dessus etablies, toute la difficulte se reduit a trouver, pour d 
de h et de k positives, mais inferieures au module p, des 
equivalentes aux expressions de la forme 







NOTE V. 


197 


c’est-k-dire aux coefficients numeriques que renferme le developpe- 
ment de la puissance 

(I-H i 

du binome i + Le calcul direct de ces coefficients devient assez 
penible lorsque le norabre t acquiert une valeur considerable. Mais 
-alors meme des quantites equivalentes a ces coefficients, suivant le 
module p, peuvent etre assez facilement obtenues par Tune des me- 
thodes que nous allons indiquer. 

D’abord, si, en designantpar t une racine primitive de I’equivalence 

/p-i = i (mod./)), 

on nomme indices des nombres entiers 

I, 2, 3, 4, •*. 

les diverses valeurs de I’exposant i, pour lesquelles la puissance d 
deviendra successivernent equivalente a ces nombres entiers suivant 
le module p, il est clair, d’une part, que deux nombres seront equiva¬ 
lents, suivant le module p, quand leurs indices seront, ou egaux, ou 
^uivalents suivant le module/>— i, d’autre part que I’indice d’un 
produit sera equivalent a la somme des indices de ses facteurs et 
I’indice d’un rapport a la diflference des indices de ses deux termes. 
Cela pose, si, en se bornant a considerer des nombres entiers et des 
indices-pius petits que la limite p, on construit deux Tables qui 
offrent le nombre correspondant a chaque indice et I’indice corres- 
pondanta chaque nombre, I’addition successive des indices places a 
la suite les uns des autres dans la seconde Table fournira les indices 
des produits 

1.2, 1.2.3, 1.2.3.4, ... 

et des lors il deviendra facile de calculer I’indice du rapport 

„ _ 1.2.3.... .(h H- k) 

^*"•‘"(1.2.h){i.2.k)’ 

par consequent une quantitequi soit equivalente a ce rappo.rt suivant 
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le module p. M. Jacobi ayant effectivement construit les Tab 
nous venons de parler pour toute valeur de p inferieure a loc 
resulte que, pour une semblable valeur, on obtiendra sans p 
nombre equivalent a 11^,^ suivant le module /?. 

II est bon d’observer qu’au lieu de reduire chaque indice a 
nombres 

0 , ], 2, 3, . • t j p 2, 


on pourrait le reduire a Tune des quantites 



Supposons, pour fixer les idees, 

Alors en prenant, comme on peut le faire, t — lo, on rec 
qu’aux nombres 

I, 3, 4- 5, 6, 7, 8, 9, lo, II, 12, i3, i4, i5 

correspondent les indices 

0, 10, II, 4, 7> 5, 9, •4> 6, 1, i3, i5, 12, 3, ; 

ou 

o, —6, —5, 4. 7, —7> —6, L —3, — i, —4, 2 

Or les sommes formees par I’addition successive de ces indici 
equivalentes, suivant le module 16, aux quantites 

o, —6, 5, —7, 0, 5, —2, —4, 2 , 3, o, —I, —5, —; 

Done ces dernieres quantites representeront les indices des 
de la forme 

1,2.3.4.h, 

pour les valeurs de h representees par les nombres 

I, 2,. 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, n, 12, i3, i4, i5 
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Ainsi, en particulier, quatre de cesproduits correspondront a I’indice o 
et seront, en consequence, equivalents a I’unite suivant le module 17 ; 
tandis qu’un seul produit, ayant 8 pour indice, sera equivalent a 16 ou 
a — I, suivant ce meme module. Les quatreproduitsequivalents a -4- i 
seront ceux qu’on obtiendra en prenant pour h un des nombres 

1, 5, II, 15 

et se reduiront a 

I, 1 . 2 .3.4-5, 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11, 1.2. 3 .4. 5 . 6 .7. 8 .9.10.11.12.13.14.1 5 , 

tandis que le seul produit, equivalent a — i, sera, conformement a un 
theoreme connu, le produit de tous les nombres entiers positifs infe- 
rieursau module 17, savoir: 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16. 


II sera maintenant facile de calculer les valeurs de 


Hh.k 


correspondant a la valeur 17 du module et a des valeurs donnees 
de h, k. Ainsi, par exemple, en posant 

h = 4, k = 4, h4- k = 8, 


on trouvera pour indice des produits 

1.2.3.4, 1.2.3.4-5.6.7.8 


les quantites 

Done I’indice du rapport 



sera 


_ 1.2. 3 .4. 5 . 6 .7.8 

(i. 2 . 3 . 4 )(i. 2 . 3 . 4 ) 

— 4“1“74'7 = io = — 6 (mod.16), 


et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le module 17, 
au nombre 2. Pareillement, si Ton prend 


A = 2, 
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on trouvera pour indices cles produits . 

1 . 2 , 1 . 2 .3.4-5. 6 , I. 2 .3.4.5. 6 . 7.8 

les quantites 

— 6, 5, — 4 . 

Done I’indice du rapport 

n ■• 3 .3.4-5. 6 . 7-8 

( 1 . 2 ) ( 1 . 2 .3.4-5. 6 ) 

sera 

— 4 + 6 — o =— 3, 

et, en consequence, ce rapport sera equivalent, suivant le mod 
au nombre 11 ou, ce qui revient au meme, a la quantite negati 
Au reste, sans recourir aux Tables qui fournissent, pour 
module, I’indice correspondant a un nombre ou le nombre cor 
dgmt a un indice donne, on pourrait, a I’aide de simples addi 
soustractions, obtenir facilement des quantites equivalentes 
verses valeurs de n,,,,, e’est-a-dire aux nombres figures des 
ordres. En effet, d’apres les proprietes bien connues de ccs ni 
on pent les deduire par addition les uns des autres en fori 
qu’on appelle le‘ triangle arilhmeiique de Pascal. II suffira don 
arriver aubut qu’on se propose, de calculer quelques-uns des 
que doit renfermer le triangle arithmetique en reduisant chacu 
a un nombre inferieur au module donne ou a une quantite 
valeur numerique ne surpasse pas la moitie de ce module. Er 
ce sujet dans quelques details. 

Supposons les deux nombres h, k inferieurs au module p 01 
\p — I. II suit evidemment de la formule (47) quo les valeurs 

seront respectivement egales aux produits du rapport 

_ i; 2.3.(h+k — 1 ) 

[('•2 .(h —i)][(i -2 .(k —i)] 

par les trois nombres 

h -h k I I 

hk ’ k’ h 
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Or, comme le premier de ces trois nombres est precisement la somme 
des deux autres, nous devons en coiiclure qu’on aura 

De plus, il est clair qil’on aura, en vertu de la formule (47). non seu- 
lement 

( 39 ) n„,k—iik.h, 

mais encore 

(60) lib,, = 11 +1, IIi,k=k-i-i. 

(dela pose, imaginons une Table, analogue a la Table de Pythagore, 
dans laquelle la premiere ligne verticale et la premiere ligne horizon- 
talc renlerment les valeurs de h, k positives et inferieures a p ou meme 
a yj — I, c’est-a-dire les nombres 

I, 2, 3 , ii^, •*., p 2, 

et concevons quo, dans la case correspondant a des valeurs donnees 
de h, k, on place une quantite, non seulement equivalente a Hb,,, sui- 

vant le module p, mais, de plus, rcnfermee entre les limites 

II resultc des formules (Oo) que, dans la Table dont il s’agit, chaque 
terme de la seconde ligne horizontale ou verticale sera equivalent au 
terme correspondant de la premiere ligne augmente de I’unite, et de la 
formule ( 58 ) que, dans chacune des autres lignes horizontales et ver- 
ticales, un terme quelconque sera equivalent a la somme des deux 
termes anterieur et superieur, c’est-a-dire des deux termes qui le pre¬ 
cedent irnmediatement. Tun dans la meme ligne horizontale, I’autre 
dans la meme ligne verticale. Or, ces remarques fournissent un moyen 
tres simple de construire la Table que nous venons d’imaginer et qui, 
dans le cas oil Ton suppose p = 17, se reduit a la suivante : 
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QuantiUs iquivalentes mix nomhres figures suivant le module /) = 17 



. I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

i 3 

14 

I 

2 

3 

4 

5 

G 

/ 

8 

—8 

7 

-6 

— 5 

-4 

—3 

"~2 

‘2 

3 

6 

7 

—2 

4 

—6 

2 

~G 

4 

—2 

7 

6 

3 

I 

3 

4 

—n 

j 

3 

[ 

5 

— I 

I 

— 5 

— I 

—3 

7 

-4 

— i 

0 

4 

5 

—2 

> 

2 

7 

6 

/ 

2 

I 

—2 

5 

1 

0 


5 

6 

4 

5 

n 

/ 

—3 

3 

—7 

— 5 

-4 

—6 

— I 

0 



6 

7 

-6 

— i 

6 

. 3 

6 

—I 

. 

-6 

7 

• 

0 




7 

8 

2 

I 

7 

7 

—I 

—2 

-8 

— I 

0 





8 

—8 

—G 

-5 

2 

-5 

-6 

—8 

I 

0 






9 

—7 

4 1 

—1 


/ 

7 

— I 

0 







ro 

-6 

—2 

~3 

—2 

~G 

I 

0 








11 

—5 


/ 

5 

— I 

0 









12 

-4 

G 

-4 

I 

0 










13 

~3 

3 


0 











14 

—2 

I 

0 












r5 

— I 

0 













16 

0 















Dans la Table precedente, on s’est dispense d’ecrire les qu 
auxquelles II,,^devient equivalent, lorsque la sommo li-i-k e 
fertnee entre les limites />, 2 (/j —i); attendu que ces quanti 
vertu de la formule ( 4 g), se I'eduisent toutes a zero, cornme cel 
correspondent au cas ou Ton a 

ln-k=/). 

Quant a celles qui repondent au cas ou Ton a 


h + k — I , 
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ellcs se recluisent alternativement, en vertii de la forimile (J"), a + i 
oil a — I, selon quo h est pair on impair, et occupent les cases situees 
sur I’unc des diagonales de la Table. Les cases situees sur Tautre dia- 
gonale renfermeiit les qiiantites 

2 , 6, 3 , 2, — 3 , 6, — 2, j 

qui representent les valeurs de 

Hh.h 

correspondant aux valeurs 

I, 2 , 3 , a, 6, 8 

du nombre h; et, dans les cases symetriquement placees a I’egard de 
cctte autre diagoiiale, on trouve des quantites deux a deux egales entre 
dies, conlbrrnement a I’equation ( 5 c)). Ajoutons que les quantites 
ecrites dans la partie du Tableau comprise entre la premid'c- ligne 
horizontalc, la premiere ligne verticalc et la premiere diagonale, sont 
encore, dans chaque ligne horizontalc on verticale, egales deux a 
deux, an signc'pres, a distances egales des extremites de chaque ligne. 
Or, c’est ce qu’il etait facile de prevoir. Car si Ton norame 

h, k, 1 


trois quantites entieres, non divisibles par /> — i et choisies de ma- 
niere a verifier la forrnule 

(61) ln_k + l = p — I 

ou meine, plus generalement, de maniere a verifier requivalence 

(62) ln-k-f-l = o (mpd.yo — i). 


on aura, on vertu de I’equation ( 3 ), 

0h+-k=®-l—(—l)' 

et, par suite. 


01 


o _ ®li0k_ , ■^]0h0k01 

w— — (.— 0 —;;- 


Or, cette derniere equation devant subsister, ainsi que la for- 
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mule (6i) oxi (62), lorsqu’on echange entre eux les nombre 


h, k, 1, 

on en conclura 

(63) = (- O^Rwr^ (- i)'‘R,.h= (- i)'R„,k. 

On aura done, dans Thypothese admise, 

(64) (-i)''Ric,.= (- i)^Ru.= (- ‘)‘R,,k; 
et, en rempla^ant-r par z, on trouvera 

(63) (—i)''nk,i= (—i)'‘ni,u= (—i)'ni,,k (mod./)). 

On tirera d’ailleurs de la formule ( 65 ) 

ni,,i=(—i)'-’‘nh,kS(—i)''IIi,,k (mod./)) 
ou, ce qui revient au memo, 

(66) nh,,,_i_h_k= (— i)''nh,k (mod.p). 

11 serait au reste facile de deduire directement la forr 
de I’equation (47). par un calcul semblable a celui qui nc 
duits a la formule (57). 

Les formules ( 49 )> (67), ( 58)4 (59), (60), (66) offrent 
de simplifier la recherche des quantiles equivalentes a 11,, ^, 
struction de la Table qui les renferme; et d’abord il result 
mules (49). (67) qu’on pourra se bonier a calculer, dans c( 
les termes correspondant a des valeiirs de li, k, pour lesc 
aura 

(67) ln-k</) —r. 

De plus, eu egard a la formule (59), on pourra supposer 
le plus petit des deux nombres h, k, lorsque ces deux noi 
viennent inegaux; et, en admettant cette supposition, on ti 
formule (67) 

h<^. 


( 68 ) 


2 
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Ce n’est pas tout: en vertu de la formule (66), on pourra se borner 
a calculer cclles cles quantites equivalentes a 11^,1, pour lesquelles on a 


k = — I — h — k, 

par consequent. 



et, do la condition 

h<k, 


combinee avec la formule (69), on tirera 
(70) 


On pourra done, dans la Table ci-dessus mentionnee, conserver 
seulement la premiere ligne horizontale et la premiere ligne verticale, 
avec les cases correspondant aux valeurs de h, comprises entre les 
limites 


h = 1, 



on 



? 


et aux valeurs de k, renfermees entre les limites 



Ainsi, cn particulier, si Ton suppose = 17, la Table dont il s’agit 
pourra etre reduite a la suivante : 

Quantites equivalentes aux nombres figures suivant la module 17. 



I 

•2 

3 

4 

5 

6 

7 

I 

X 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

‘X 


6 

—7 

—2 

4 

—6 

•2 

3 


3 

I 

5 

— i 


4 



2 

7 

6 


5 




—3 
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Pour construire cette derniere Table, il suffit de placer 
miere ligne verticale les valeurs de h inferieures a 


savoir 

I, 2 , 3 , 4 , 5 , 


etdans la premiere ligne horizontale, les valeurs de k infer 


savoir 



I, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7; 


puis de remplir, pour chaque valeur do h, les cases co 
aux valeurs de k comprises entre les limites 


en operant comme il suit; 

Pour obtenir les termes 

2, 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8 

qul devront composer la deuxiemc ligne horizontale, 
I’unite aux termes correspondants de la premiere ligr 
comme des formulcs ( 58 ) et (09) on tire 

(7O n|,,|,=: 2lli,_,,,„ 

il est clair que, dans cliacune des lignes horizontales qu 
deuxi^me, le premier terme conserve dcvra etre equivalen 
module 17, au double du terme immediaternent supericu 
des autres termes conserves a la somme faite des deux b 
en avant et au-dessus de celui que Ton considere. 

En operant de cette maniere, on trouvera pour termes d( 
ligne horizontale, les quantites 

6 = 2.3, —7 = 6 + 4, —2 =—7 + 5, 4 = — 

— 6 = 4 “H 7 ? ^ = — 6 + 8 ^ 
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pour tenues de la quatrieme ligiie, les quantites 

3 = 2(—7), 1 = 3 — 2, 5 = 1 + 4 , —1 = 5 — 6 ; 


pour tenues de la cinquieme ligne, les quanti tes 

2=2.1, 7=2 + 5 , 6 = 7 — 1; 


enfin, pour terme unique de la sixieme ligne horizontale, la quantite 

— 3 = 2.7 (mod. 17). 

A la seulo inspection de la Table construite comme on vient de Ic 
dire, on obtiendra immediatement les quantites equivalentes a 11,,,^, 
pour des valeurs de h et de k non situees hors des limites 

(72) • li = i, h=^^; k = h, k= 

ct Ton trouvera, par exemple, en supposant toujours jo = 17, 

114,4=2, 112,6 = —6 (mod. 17). 


Si les valeurs de h, k, n’etant plus situees entre les limites (72), 
etaient neaniuoins des valeurs positives propres a verifier encore la 
condition (67), on devrait joindre a la Table construite les for- 
mules (09) et (66). On trouverait ainsi, par exemple, 


He, 8 = tie, 2 = 11(2,6= d 

i=: 2 7 ==2 


(mod. 17). 


Enfin, si les quantites h, k acqueraient des valeurs quelconques 
positives ou negatives, mais non divisibles par p — i, on devrait d’aboi'd 
les reduire, par I’addition ou la soustraction de jo — i ou de ses mul¬ 
tiples, a des quantites positives, mais inferieures a/5 — i, puis, apres 
cette reduction, on aurait recours soit a la formule (49)» soit a la 
formule (Sj), soit a la Table construite et aux formules ( 5 g), (66), 
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suivant que la somme h -h k serait superieure, egale ou inferie 
nombre /> — i. 

II est inutile cle s’occuper du cas oii Tune des quantites li, k 
suite, Tune des quantites h,k deviendrait divisible par/>, attend 
dans cette hypothese, on n’a plus besoin cle recourir a la formul 
pour determiner la valeur cle qui, en vertu cle I’equation ( 
reduit a — i. 

Un moyen fort simple de prevenir et de reconnaitre Ics crreii 
pourraient se glisser dans la construction cle la Table ci-clessut 
tionnee, consiste a introduire dans chaque lignc horizon tale un 
de plus. Effectivement, en vertu de la formule (G6), si Ton fait 
un nouveau terme dans unc ligne horizontale corresponclant 
valeur don nee de h, ce nouveau terme devra etre egal au terme 
dent, pris en signe contraire, ou a ravant-dernier terme do la 
ligne, suivant que la valeur de h sera un nombre impair ou un n 
pair. Done si, au moment oil Ton parvient a Textremite d’unc 
horizontale, il arrivait que la condition clont nous venons do pai 
futpas remplie, on clevrait recommencer Ic calcul des termes c( 
clans cette ligne. En operant comme on vient de le dire, et sup 
par exemple n — on obtiendra, au lieu cle la Table trouve 
haut, celle que nous allons transcrirc : 

Quantites iquwalentes aux nomhres figures suwant le module 17. 



I 

2 

3 

4 

5 

() 

/ 

8 

■ 

2 

3 

4 

5 

6 

/ 

8 

—8 

2 


6 

— 7 

—2 

4 

-6 

■2 


3 


3 

1 

5 

- I 

I 


4 


i 

2 

7 

G 

7 


5 




—3 

3 




Si Ton supposait au contraire = 19 oujo = 29, on obtiendr 
Tableaux suivants: 
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Qiiantitis equivahutes aiix nombres figuris suivant le module ig. 



I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

—9 

2 


6 

—9 

-4 

2 

9 

— 2 

7 

—2 

3 


I 

-3 

— t 

8 

6 

—6 


4 



—6 

“7 

I 

/ 

I 


5 




5 

6 

—6 



6 





7 





Quantiles equwalentes awe nombres Jigur 6 s suioant le module 29 



I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

. 8 

9 

10 

11 

12 

i3 

i4 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

.8 

9 

10 

11 

12 

i3 

>4 

—14 

2 


6 

lO 

~i4 

—8 

— i 

7 

—13 

— 3 

8 

— 9 

4 

— u 

4 

3 


-9 

6 

~2 

—3 

4 

— 9 

— 12 

- 4 

—13 

—9 

9 


4 



12 

10 

7 

I I 

2 

—10 

~i4 

2 

“■'7 

2 


5 




-9 

—2 

9 

I I 

I 

—13 

— II 

11 


6 





~4 

5 

—13 

—12 

4 

-- 7 

4 


7 






I 0 

— 3 

i4 

— 11 

11 



8 







— 6 

8 

— 3 

8 



9 








-13 

j3 





Lorsque, 
lentes a 


dans la formule ( 56 ), on substitue les quantites equiv 


determinees par Tune des methodes que nous venons d’exposer, c 
obtient une valeur de a„, qui depend evidemment de la valeur attribu( 
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a t. Or, t designantune des racines primitives de I’equation 


si Ton pose 


(mod./*), 


L etant un nombre premier a/> — i, sera une autre racine primi 
la meme equivalence; et comme, dans 0^* le coefficient de 


sera 


6'”” = Qi'‘ 

<~mih 


il est clair que, remplacer dans 0yi, t par t', revient a y rempli 
par Done, substituer a la racine primitive t la racine pri 
t'=t\ e’est, en d’autres termes, transformer 0^ en 0(^, par conS' 
0 A en 0.*, et 


en 


R 






Ainsi, par exemple, comme, en prenant /> = 5 et 

<= 2 , 

on trouve 

R,,, = T^+2T®, R3,j=: T--H 2T, 

si Ton prend, au contraire, 

f = 3 = 2 V (mod. 3), 

on trouvera 

• R,,,r=T®+2T’=r T-+2T, R3,3= T® + 2-r®= T'+ 2 tL 

Done, substituer a la racine primitive 2 la racine primitive 

3 = 2 * (mod. 5), 

R,,i en R3,3 

RsjS en Rg^g:i3 R]^,. 


ce sera transformer 
et reciproquement 
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Les diverses formules obtenues dans cette Note se rapportent an cas 
oil la valeur de 0^5 est donnee par I’equation (i). Si, en designant par n 
un diviseur dejo — i, et posant 

( 73 ) p—\ — n7s, 

on nommait 

P. 

des racines primitives des formules 

x"'—i et a;"=i (mod.p), 
on pourrait prendre 

P = r = t^ (inod./j). 

Alors, en remplagant 

h par ro/i, k par tss/c, 
puis ecrivant, pour abreger, 

0/, au lieu de 0^/,, 

H/l,* * 

' on obtiendrait, a la place des formules trouvees dans cette Note, des 
formules analogues obtenues dans le Memoire. Ainsi, en particulier, 
la valeur de 0^ serait generalementfournie, non plus par I’equation (i), 
mais par la suivante 

( 74 ) &h—S + p'‘d‘^p-'‘ 6 ‘^+...+ p 

et Ton aurait: i" en supposant h divisible par n, 

(75) ©A= 0 o = —i; 

2,'^ en supposant A non divisible par n, 

(76) = 
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De plus, en posant toujours 

0/1 Ra,A-®/h-*) 


ou, ce qui revient au meme, 


(77) 


B 


h^k — 


0/1 0A 
0/1+/: " 


on trouverait: 1“ pour des valours de h ou de h. divisibles p 

(78) R/i,i=— I; 

2° pour des valours de A non divisibles par n, 

(79) R/i,-/i=— 

3 ° pour des valeurs de A, de A et de A -4- A, non divisibles pa 

(80) Ra,a R-/1,-/.=/>• 

Ajoutons que, si A -t-A n’estpas divisible par n. Ton aun 

(81) , 

le signe S s’etendant a toutes les valeurs de i comprises da 

I, 2 , 3, *•>, p “* 2 , 

et les valeurs correspondantes de i, j etant choisies de man 
fier la condition (9), c’est-a-dire la formule 

(mod.//). 

Concevons maintenant que, dans le second membre 
mule (81), on reduise I’exposantde chaque puissance de p 
nombres 

Oy I, 2, 3, .. ., n — I. 


Ce second membre deviendra une fonction entiere de p 
n — i; et Ton aura identiquement 


( 82 ) 


S(pi7M./A) _ .. - 1 - 
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a„, a,, ao, a„_, designant des nombres entiers, dont plusieurs 
pourront s’evanouir, et dont la somtne, egale au tionabre des valeurs 
de i, verifiera la lormule 

(83) Bo + Si ■+-as+■ • • • “t" Sn—1 —/^ — 2. 

Cela pose,.[’equation (8i)donnera 

(84) R/i,/:= Bo-i- 8) p -I- a^p* 4-... + a„_ip“'”‘. 

Concevons d’ailleurs que, pour se conformer aux conventions ci- 
dessus adoptees, Ton remplace 

h par cjh et k par rok, 

dans le second membre de la formule ( 47 )* Cette formule, reduite a 


(85) 


„ _ 1.2.3.. .[cT(h 4- k)] 

(i.2...rol))(i.2_mk)’ 


fournira la valeur de 11^ ^, dans le cas oil les quantites h, k se rMuiront 
a deux termes de la suite 

I, 2, 3, ..., n; 

et, dans le cas contraire, representera ce que devient le rapport 

T.2.3...[cT(h4-k)3 

(i.2.3...nTh)(i.2.3...Gjk) 

quand on y remplace les quantites entiiires h, k par les deux termes 
de la suite 

I, 2, 3, ..., fl, 

qui sont equivalents a ces memes quantites, suivant le module n. 
D’autre part, a I’aide de raisonnements semblables a ceux par lesquels 
nous avons etabli les formules (19) et (26), on prouvera que les 
valeurs de 

ao > •••1 9 n — 1 ) 

renfermees dans les equations (8:2) et (84), verifient non seulement 
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les formules 

/ ^2 ■+■...-H a ZZZ p 2, 

I ao+SliP 4“ . . .-4-a;i_i b ( 

(86) ao+a,p2 ^a^p^ +.. . 4 -== 

' ao + ajp"-‘H-a2p“"*-‘)4-...+ a„_ip<"-'>'— S(p<''-‘'<‘*+-/'''>), 

mais encore les suivantes : 

a()+ + 32 ~\~ • • • “H 3/1—1 == p 2 (luod. 

ao+aiT -1-32^^ + ... + a„_,7-"~‘ = S ( 

ao4-ai/-* +a2/‘‘ +...-t-a„_i/-=“("-‘) = S 

a„ + a,/-«-‘ + a 2 7 - 2 <'‘-‘> +.. - -+- a„_, 
et de ces dernieres, respectivement miiltiplices par les lacteui 

» f>-~m 2 m *.-(71— 13//1 

J,/ ,7 , 

puis, combinees entre elles par voie d’addition. Ton conclura 
na,„=/7 —2 + 7 -"'S (/•'■*+•'■ 

(88) (ii 

De plus, si Ton remplace h par vsh et k par vsk dans les p 
membres des formules (52), (53), (54), on tirera de ces foi 
I® en supposant mh ai nk separement divisibles par //, 

{89) S(7-'«(«^‘+>«) = -2 (mod. 77); 

2 ° en supposant que n divise la soinme 

7?Z (/l 4~" A’) 17lfl 4” TYl/Cy 

sans diviser ses deux parties mh, mk, 

( 90 ) S(r”‘(‘"+7-4-)) = _i {,nod.7>); 

3° en supposant le produitm(A + k') non divisible par n 
( 9 .) = (mod./ 2 ), 
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attenclu que Ton devra, en vertu des conditions admises, ecrire sim- 
plement an lieu de Done la formule (88) donnera 


■ «a,„=2 + .. 


(rnod./>), 


ou, ce qui revient au meme. 


(gS) na,„ —(mod./i), 

pourvu que, i designant I’un quelconque des nombres entiers, 


i, ct, Z, n — \, 

Ton ait soin de rcmplacer generalement le coefficient de a-'", savoir : 

Ttc/i.ti? 

i” par I’unite, quand n divisera la somine des produits ih, \.k sans 
diviser cliacun d’eux ; 2" par le nombre 2 quand n divisera separenaent 
cliacun de ces produits. Enfin, comme on tire de I’equation (73)' 

«ni=—1 (mod./)), 

il est clair qu’en multipliant par xs les deux membres de la for¬ 
mule (93), on la reduira immediatement il celle-ci 

(g-i) »/«=(2 */•"'-)-(mod./)). 

Pour appliquer a des cas particuliers la formule (94)) on devra 
d’abord recliercher des quantites equivalentes, suivant le module p, 
aux nombres figures qui representeront les diverses valeurs de II,, 
On y parviendra sans peine a I’aide des metliodes precedemment 
exposees, en commenc-ant par reduire chacune des quantites h, k a un 
terme de la suite 

1, 2, 3, . . /i — I. 

Apres cette reduction, si Ton a 

h-f- k > «, 
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h + k = 

on en conclura, dans le premier cas, 

(9$) nh,it=o (mod./>), 

et, dans le second cas, 

{96) nh,k=(—O'"" (mod./?). 

Si I’on a, au contraire, 

h -h k < «, 

on pourra, eu egard aux deux formules 

(97) nk,h=nh,k 
et 

(98) n„_„_k_i,= (—i)’^'‘ni,,k (mod./?), 

ramener la recherche d’une quantite qui soil equivalcnto a 11 
le module jo, au cas particulier dans lequel h, k representcra 
nombres non sitiies hors des limites 

(99) h = L k = h, k -- -• • 

D’ailleurs,h,k etant deux nombres de cette espece, le tcrme ( 
a dans la Table que nous avons appris a construirc, sera 
renfermeront la ligne horizontale, dont le premier tennc est 
ligne verticale, dont le premier terme est wk. 

Concevons, pour fixer les idees, que Ton prenne 

p — i'], n = [^. 

On aura 

/? —I 16 , 

= — =.-4, 

et par suite le terme equivalent a n,_,, dans la Table do la 
sera celui que renferment les lignes horizontale et verticale 
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premiers termes se reduisent au nombre w = 4. On aura done 

n,,,= 2 (mod. 17). 

Si, en supposant toujours /> = 17, on prenait 

/I =i 8, 


on trouverait 


W in 


8 


2; 


et, par suite, le terme equivalent a n,,3 dans la Table dont il s’j 
serait celui que renferment les lignes horizontale et verticale doni 
premiers termes se reduisent aux nombres 


On aurait done alors 
Soit encore 
On trouvera 


5T = 2, = 6. 

= —6 (mod. 17). 

p -=1 29, n = 7. 



et le second Tableau de la page 209, joint a la formule (98), don 
Il,,isi2, 1X2,2=—6, n,,3 = n,,3= —7 (mod.29). 

On aura d’ailleurs 

1X4^^^= Oj Oj Hg^g ==: 0. 

Enfin, si, en nommant p une racine primitive de I’equation 

I, 

Ton pose 

R 1,1“H a, p a 2 p~ + as “i" a^ p"^ -f~ a^p^ H- ae p®, 


la formule (94). jointe a cedes que nous venous d’obtenir, donnei 
a„i = 4(2 -+- i2r"'—— 7^'“) (mod. />), 

r etant une racine primitive de I’equivalence 

.'/'T == 1 f mnrl* an'l. 
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D’autre part, 

t—io 

kant une racine primitive de I’eqiiivalence 

(mod. 29), 

on pourra prendre 

r — = (mod. 29), 

ce qui reduira la valeur trouvee de a,„ a 

a,„s4[2-M2(-5)'«-6.5"«-7(-5)>'«] (mod./^). 

Si, dans cette derniere formule, on attribue succcssivement a 
valeurs 

O, I, 2, 3, 4, 5, 6, 

on trouvera 

80^84=35=4, ai=o, 82=33=6, 86 = 3 ' (mod. 29 

et, par suite, puisque chacun des coefficients 

^97 ^4) 

doit etre nul ou positif, mais inferieur au module 29, on aura 

30 — 34 — 35 — 4 , 3 j= 0 , 82—33—6, 86—3 

R,,, = 3p'-i-4(1 +p*+p')H-6(p»-l-p9. 

Si maintenant on substitue a p Tune des puissances 

p\ ?\ p\ p®, p®, 

on trouvera immediatement 

R2,2 — ^ P® + 4 ( 1 + P + P® ) + 6 ( P * -H p® ) , 

Rs.s — 3 p '+4 (i + p® + p) +6(p®-t-p®), 

Rt, 4 = 3 p® + 4 (i + p®+p®) + 6(p +p®), 

Rs.s — 3 p* + 4 (i + p® + p®) + 6(p®-t- p), 

Re.e = 3p 4 (t + p®-t-p5) + 6(p®- 1 -p®). 



Si, en prenant toujours 
on supposait 
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/> = 29 , «=:7, 

Ri, 2= 80+ a,p + ajp-H- 83p^4- ajp* 4 - asp^-i- aep®, 

alors de la formule (94)» combinee avec les suivantes : 

ii^ 2,4 H2,i 2, 

^3,6=0, Hj ,3 = IIj 3 = O, lie 116 ^ 5 = O, 

on tirerait 

8;/!= 8(1 + /'"‘ 4 - r»»i) (mod. 29), 

ao =8.4 = 32 = 3 (mod.29) 
a,) 3= 3 5 

puis, en prenantr = — 5 , on trouverait 

8j — a2—a^ —6, 83 — 85 — ae — 2, 

et Ton aurait par suite 

Ri, 2 = 3 4 -6( p 4 -p®4-p‘) 4 -2(p®4-p'4-p®). 

Comme on aura d’ailleurs 

p 4 - p’4- p®4-'p*4- p'4- p® = — I, 

si Ton pose, pour abreger, 

p 4-p*4- p‘— p*— p®— p‘ = ^, 

on trouvera encore 

p4-p*4-p‘—- - —> p®4-p®4-p® —- - —j 

et par suite la valeur de R,,2 deviendra 

Ri,2^-I4-2A. 

En rempla(?ant successivement dans cette derniere formule p p 
cune des puissances 


p% p®, pS p®, p®, 
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on en tirera 

Ri, 2 — R2,4 ~ R4,8 — — I -H 2A, R3,6 “ RsilO ~ Rc,12 “ ^ 2 A, 

ou, ce qui revient au meme, 

Ri,2 R2i 4 ■—Ri,! —-I “H 2 Aj R3,6 ■“ RsiSRfi^S * 2A, 

Nous remarquerons, en terminant cette Note, que, dans le cas 
Ton suppose la valeiir de 0^ determinee, non par I’equation (i), r 
par I’equation (74), la forraule (G 3 ) doit etre, eu egard aux notati 
adoptees dans la seconde hypothese, remplacee par cette autre forn 

= (-R,,,= (- R,0'"‘Ri.,w 
qui, pour des valeurs paires du nombre vs, se reduit simplcment a 


Bh®k0i 


- — Rk.l— Rl,li— R|i,k 


On doit d’ailleurs, dans ces deux dernieres formules, prendre pou 


1), k, I 


trois quantites entieres, non divisibles par n, et choisies de man 
a verifier non plus la condition (62), mais la suivante : 

h + k + l = o (mod. «)• 

Si, pour fixer les idees, on suppose « = 7, on pourra prendre 


ou bien 

h=:i, 

k = 2 , 

1 = 4, 


h = 3, 

krr:5. 

1 = 6, 


attendu qu’on aura, dans le premier cas 


b + k “H 1 — 7> 


h-+-k-|-l = l4=:2.7. 


et dans le second 


4 
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D’ailleurs, le nombre w = 7 etant impair, le nombre 


n 7 

devra etre pair ainsi que p — i. Done, en supposant n — '], or 
trouvera 


e. e, 


■ 1^1,i—1^5,4—1^4,i> 


O3 05 ®6 


R3,6=R, 


8,3- 




ce qui s’accorde avec les formules deja obtenues. Comme on aurs 
d’ailleurs, dans la meme supposition, non seulement 


mais encore 

on en conclura 


H 


©2’ 


R 


2,2 - 


© 4 ’ 


R 



Rl.l'Rs,! R4,4= ©1 ©S ©4 =/’Ri,2- 


Or, il sera facile de verifier cette derniere formule, en prenant jo = 29 
Alors, en effet, en vertu de la formule 

p -t- p® -H -1- p* -T- P® + P® = — I, 

on pourra reduirc les valeurs precedemraent calculees de R, ,, R^.a 
R,,( a celles qui suivent 

= 2 (P® -h P®) - (p® + 4p), R 2 ,s == 2 (p® -t- p® ) — (p® 4p®), 

r,,,= 2 (p + p®)-(p®h-4p‘); 


et I’on aura par suite 

Ri,iR 2 R 4 , 4 =— 25 -t- 62 (p -h p®-(-p®)—54(p®-l- p®-t- P®) =— 29 -t- 58A = 29 Ri,, 
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NOTE VI. 


SUU LA SOMME DES RACtNES PRIMITIVES d’uNE fiQUATION BINOME, 
ET SUII LES FONCTIONS SYMSTRIQUES DE CES RACINES. 


m et « designant deux quantites entieres, et w leur plus 
coinmun diviseur numerique, on peut toujours, com me Ton sai 
ver deux autres quantites entieres u, v, propres a verifier la fori 

mu — ZIP = 0). 


Done toute racine commune des deux equations binomes 


et par consequent des suivantes . 


verifiera encore I’equation binome 

= I, 


puisqu’en supposant 
on en conclura 


mu — nv = CO, 


■^m ic 


— ^jniL—nv ^ 


Si d’ailleurs, n etant positif, on a pris pour x une racine prim; 
Equation 

ou, en d’autres termes, si est la plus petite puissance positi 
qui sereduise a I’unite, co ne pourra differer de n-, et par cons 
m sera divisible par n, en sorte qu’on aura 

/n = o (mod.ra). 

Celapose, n etant un nombre entier quelconque, nommons 



NOTE VI. 


223 


racine primitive cle I’equation binome 

(0 x"-=i, 

et 

h, k, I, ... 

les eatiers iaferieurs a n, mais premiers a n. D’apres ce qu’on vient 
de dire, p ne pourra representer une valeur de a;, propre a verifier une 
equation de la forme 

* _ j 

que dans le cas oil mA, et par consequent m, sera divisible par n. Or, 
la plus petite valeur positive de m qui remplisse cette condition 
est m= n. Done 

pH A 

sera la plus petite puissance de p^ qui se reduise a I’unite. Done 

p*, p^', p', • • • 

seront autantde racinesprimitivesderequation(i). Cesracines seront 
d’ailleurs distinctes les unes des autres. Car si Ton avait 


on en conclurait 




p*“*=i, et k — h = o (mod. rt), 


ou, ce qui revient au meme, 


et par consequent 


k = h (mod./i), 
k = h, 


A, k devant etre tous deux positifs et inferieurs a n. Ajoutons que les 
seules racines primitives de I’equation (i) seront les puissances 
entieres de p, dont les exposants, premiers a n, pourront etre reduits, 
par I’addition ou la soustraction de n ou d’un multiple de n, a I’un 
des nombres 


h, k, I, 
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Eli effet, si m represente, au signe pres, un entier qiii nc soil pas 
premier a n, alors, w etaiit le plus commun cliviseur do m et de n, lo 
produit 

mn 

0 ) 


sera le plus petit multiple de m, qui devienne divisible par 72; et, par 
suite, 

mn 

r ■ 

sera la plus petite puissance positive do p”‘ qui so reduiso ii I’unite. 

Done, alors p® representerauneracinc primitive, non plusde I’equa- 
tion (i), mais de la suivante : 

n 

(2) 


Si m devient premier a n, on pourra en dire autant des produits 


Done alors 


mhy mky ml, 

F.mh f^nik r\nil 

r ^ T > P 5 


seront encore des racines primitives do I’equation (i). D’ailleurs ces 
racines seront encore distinctes lesunes des autres. Car on no pourrait 
supposer 

p/«//— 

sans en conclure 


m{k-h) = o (mocl.«), 


par cons^ueut 
et 


k — h=o, k~h (mod./).) 
k-h, 


h et/{; devant etre tons deux inferieurs a n. Done, si m devient premier 
a n, les diverses racines primitives do I’equation (i) pourront etre re¬ 
presentees, soit par les termes de la suite 
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soil par les termes de la suite 


r,mh rirnk 

P » P > P ) 


qui coincideront avec Ics termes de la premiere, I’anges dans un ordre 
different. 

Si, au contraire, m at n n’etant pas premiers entre eux, co designe 
leur plus grand commun diviseur, alors ceux des termes de la suite 


ntnh r^ntl 

P J P ; P * 


qui restcront distincts les uns des autres, representeront les diverses 
racines primitives de I’^uation (2). 

Supposons a present que le nombre n soil decompose on deux 
facteurs 




premiers entre eux, et nomraons 


des racines primitives des deux equations 


I, 


Les puissances 
et, par suite, leur produit 


1, 


-n'". 




SO reduiront evidemment a I’unite, si m est divisible simultanement 
par f et par y^, ou, ce qui revient au meme, par Ic produit 


Done on verifiera I’equation (i) en posant 




OEuvres dt C, — S. I, t. UI. 
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II y a plus : si m est choisi de maniere a verifier la condition 



= 1, 

on en conclura 




par consequent 


OTo = o (mod.^), 

m = o (mocl.x)j 

et 




par consequent 


my^ = .o (mod. 9), 

m = o (mod. 9), 


Done, pour que la puissance m" du produit ^y] sc reduise a I’unil 
il sera necessaire que m. soit divisible a la fois par ct par ip, ou, ■ 
d’autres termes, que m soit un multiple dc n \ et, comme m = n sera 
plus petite valeur positive de m pour laquelle cettc condition s( 
remplie, nous devons conclure que le produil ^y] de deux racines pi 
mitives, propres a verifier les equations ( 3 ) et ( 4 ), sera une racii 
primitive de I’equation (i). 

Enfin, chaque racine primitive p de I’equation (i) ne pourra et 
formee que d’une seule manibre par la multiplication de deux racin 
primitives propres a verifier les equations ( 3 ) et ( 4 ). En effet, cone 
vons que 


designent encore deux facines primitives de ces equations. Si Ton 


on en conclura 
par consequent 


Y)f=Y)», 



et, comme on aura d’autre part 


par cons^uent 


Y)'/ =: -f|J^ = I 
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il est clair que Ic rapport — clcvra etre une racine commune dcs equa¬ 
tions (2) et ( 3 ). Or, o, etant par hypothese premiers cntre eux, leur 
pins graiul coinmun divisciir co sera I’unite. Done la racine commune 
dont il s’agit sera la racine unique do Tequation 

X — If 

et Ton aura 

-=I, 

On trouvera de memo Done les produits 

no pourront etre egaux entre eux que dans le cas oil Ton aura 

En consequence, on peat enoncer la proposition suivante. 

Tiikoueme L — Si le nornbre entier n est leproduil dedeiLx facteurs y 
premiers entre eux, on obtiendra les dwerses racines primitives de 
Inequation 

et on les obtiendra chacune d^une scale mani^rCf en multipliant succes- 
sivement les diverses racines primitives de Vequation 

par chacune des racines primitives de Vequation 

x’i — i. 

Le theorfeme que nous venous d’enoncer entraine evidemment ceux 
qui SI!ivent. 

Tiieor4;me II. — Le nornbre enLier n elani le produU de deux fac- 
leurs cp, premiers enlre eux, designons par 


py P/» P//» 
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puis nommons 

In In 


les diverses racines primitive 


on aura 




(5) (p + p,-f- p;/-H. . .) - 

XnEORte III. ■— Le non 
tears premiers entre ei 


le nombre des racines prin 
trois equations 

on aura 

( 6 ) 

Comme ces trois theo 
seulement au nombre n, ir 
ou meme aiix facteurs de o 

i 

il est clair qu’on pourra er 

iHEORfeME ly. — Si le 
facteurs 

premiers entre eux, on < 
I’equation 


(0 


NOTE VI. 


les dii^erses racines primitwes des equations a 

(< 7 ) xy.= l, x^zzzi 

et formant tons les produits, qui ont chacun 
racines primitives de Inequation =i; 2 ^ ft 
Vequation x't = j ; 3*^ tune des racinesprimiti 

Theoreme V. — Le nombre entier n eta 
facteurs 

X* “• 

premiers entre eux, designons par 


?9 Pj 9 PjJ> 

les diverses racines primitives de I equation hi 

x^^ = I, 

et soient respectivement 

^//> • • •» • • •? 
les diverses racines primitives des equations I 

X^=il, X'^ziz 

la somme des racines primitives de la premu 
des sommes separement formees avec les ra< 
des autres; en sorte quon aura 

(8) p 4- p;4- •+■ 4y-t- 

et, par suite, si ton nomme S la somme des r 
tion (i), ton aura 

( 9 ) ■ ^=^(|4-?y4-£y;4-..0(^-l-‘^yH"‘^y/ + -** 

Theori^me VI. — Le nombre entier n etc 
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premiers entre euXy designons par 

N, X, W, ... 

le nombre des racines primitives successivement calcule pour cha 
equations 

^ 9 = 1 , x't—i, ^+= 1:1 ..., 

on aura 

(10) N=:a>X^.... 

Soient maintenant 

V, v', . . . 

les facteurs premiers de n, dont Vun pourra $e reduire a o.. Le t 
sera de la forme 

( 11 ) 71 HZ . ., 

a^h^ ... designant des exposants entiers, et, si I'on veut deco\ 
en facteurs premiers entre eux, on pourra prendre pour ces fai 
quantiles 

1 / , V , J y • • • > 

dont chacune est une puissance entiere d’un nomhre premier. 

Cela pose, les theorfemes que nous venons d’etablir fourr 
moyen d’obtenir facilement, dans tous les cas, la somme 


s 

des racines primitives de I’equation (i) et le nombre 

N 

de ces racines primitives. C’est ce que nous aliens faire voir. 

Si d’abord on suppose le nombre n egal a 2, I’equation (i) 
a la forme 
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offrira une seule racine primitive 


et par suite on aura 


p=—i; 


$=—i, N = i. 


Si n est un nombre premier impair, les racines primitives de 
I’equation 


I 


seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
positifs, mais inferieurs a n, savoir 


On aura done 


P. p- 


S p -t- -t-. . . -l- p" 


p"—P _ > —p 
p — I p— I ’ 


ou, ce qui revient au meme, 
et de plus 


S=-i, 

N = /z —I. 


Si n est une puissance de 2, les racines primitives de I’equation 

J?" = I 


seront les puissances entieres de p correspondant a des exposants 
impairs et inferieurs a n, savoir 


On aura done 


P» p’. P*> 


pn-hl ^ p 


3 = p-i-p’-t-...4-p''-'= -Tszrr 


ou, ce qui revient au meme, 
et de plus 


3 = 0 , 



On pent encore observer que dans ce cas on a 

2 -1/1 

p«=—t, p* = — p'‘; 
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d’oii il resulte que les diverses racines primitives seront, de 
egales au signe pres, mais affectees de signes contraires. L( 
sera done nulle, corame on I’a trouve. 

Supposons a present que n soit une puissance d’un nomb 
impair v; en sorte qu’on ait 

n = v“. 

Alors, pour obtenir les racines primitives de I’equation 

j, 

il faudra, entre toutes les racines representees par les ter 
suite 

I, p, p% 

choisir celles dans lesquelles I’exposant de p est premier i 
divisible par v, en laissant de cote celles oul’exposant es 
de V, savoir 

^0 «2V riH—v 

P> •••> P ? 

ou, ce qui revient au meme, en laissant de cote les racine 
mi lives 



Or, ces dernieres, dont le nombre est n’etant autre chc 
diverses racines de I’equation 

n 

zr I, 

leur somme to tale sera nulle, aussi bien que la somme des 
I’equation (i). Done la difference de ces deux sornmes, ou ' 
des racines primitives, s’evanouira elle-memc; et Ton ; 
part 

h ZZ O, 


d’autre part 


N(n’K Vl. 
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ou, (*«' <|ui iTvient au ummik'. 

N v- '(.-i). 

En rcsuiiu*, si n »'st, ou utt uotuhro piTmior v, jtair ou impair, ou 
not' puissatKM* v" cl’iui tol noiahro, ou troiivora ((uijours 

(lu) 

<‘t I’ou aura <io plus 
(i.{) 
ou 

(t^) * "o, 

suivant <ju’i! s’agira <lf la prouiioro puissunco ou <rum> puissaurc 
suporiiMiro ii la pnuiiioro; n* (juo rou pourra (lomonircr <Iuuh tons los^ 
cas it I’aitlo «!<’s raisounouMUits (huif mms avons fait usage, lorsque n 
iHail mie puissaiiee li’uti iioitihre premier impair. 

PassouH maiuleuaiit au eus oil. n etaul uu uoml>re (jueleoiique, sa 
vnieur est ilouuee pur la formule (11). Altirs le iiombre N des racineH 
primitives <le I’equatiou (i ) et la sciiume a de ees raeines se deduiront 
immediatemeut des formules (lo) et (ri), ou des formules (p), 
(rJ)et V)* I'b* ell'el, pour ileeomposer n, dans et* eas, en faeteurs 

1 >. •/,. 1 '. • • • 

premiers entre etix, il suOIra de prendre 

S' 'T*, X — 

Cela pose, ou aura, dans la lormule 

.fc „ . * \ V ‘ \ . 
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et par suite cette formule donnera 

N = . 

— . . . (v — 1 ) — ')•••> 


ou, ce qui revient au meme. 



De plus, en vertu de la formule (9), la valeur de s, corresponds 
I’equation (i), sera le produit des valeurs de S, correspondant 
equations 

et dont chacune se reduira simplement a — i ou a o, suivant qi 
nombre a oa b ou c, ... sera egal ou superieur a I’unite. Par si 
si n est un nombre compose, pair ou impair, qui renferme deu: 
plusieurs facteurs egaux entre eux, on aura toujours 

( 17 ) ' S = o. 

Mais, si n est un nombre premier, ou un nombre compose doni 
facteurs premiers V, v', v", ... soient inegaux, en sorte qu’on ait 

( 18 ) n = Wv'', 

alors on trouvera 

(19) S=:drr, 
savoir 

(20) S=—i, 

quand les facteurs premiers v, v', v", ... seront en nombre impai; 

(21) S = l, 

quand ces facteurs premiers seront en nombre pair. 

Ainsi, en oarticulier, la somme des racines urimitiyes sera 
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pour chacune des equations 

x^=i, X^=1, x’’=i^ = 

zero pour chacune des equations 

= a;«=i, 

et +1 pour chacune des equations 

X« = I, x">=i, a;“=i, a:*i=r, x^^=i, _ 

Soit maintenant 

f(p) 

une fonction enti^re d’une racine primitive p de [’equation (i). On 
pourra toujours, dans cette fonction, reduire I’exposant de chaque 
puissance de p, a un nombre entier plus petit que n, et poser en con¬ 
sequence 

(22) f(p)zz:ao-)-ajp-l-ajp*an_ip"“*, 

ao, a,, aj, a„_, designant des coefficients-independants de p. 
Supposons d’ailleurs que, dans la fonction f(p), les differents termes 
se transforment les uns dans les autres, quand on y remplace la racine 
primitive p par une autre racine primitive p”. Alors f(p) sera ce qu’on 
peut nommer une fonction symelrique des racines primitives de I’equa- 
tion (i), ou, ce qui revient au meme, une fonction symetrique des 
puissances 

p*, p*, p', ..., 

h,k, I, ... etant les entiers inferieurs a n et premiers a n. Or, en ecri- 
vant successivement a la place de p chacune des racines primitives 

p*, p*, p', •••. 

on reconnaitra que, dans f(p), ceux des termes de chacunrdes suites 


p's 

p*. 

pS • 

• • > 

P»A, 

p'*. 

p’S • 

• • y 

p»/', 

p3*, 

p’S • 
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qui sont distincts les tins des autres, doivent avoir les meme 
cients. Mais ces memes termes se rMuisent toujours, ou aux i 
racines primitives de requation'‘(i), ou dii moins aux diverses 
primitives d’une equation de la forme 

(28) X'^z=.l, 

(j> etant un diviseur du nombre n, qui peut devenir egal a c 
nombre. Par consequent, dans une fonction symetrique des rac 
mitives de V equation (r), les racines primitives de V equation (28) 
toujours offrir les mimes coefficients; et une telle fonction se 
toujours a une fonction lineaire des diverses valeurs que peut« 
la somme des racines primitives de I’equation ( 23 ), quand 01 
successivement pour w chacun des diviseurs du nombre n, y ( 
ce nombre lui-meme. Si, par exemple, n est un nombre p 
alors, les entiers 

h, k, I, 


inferieurs a n, et premiers a n, se reduisant aux divers termi 
progression arithmetique 

1, 2, 3 , n — i. 


et les racines primitives 

... 

de I’equation (i) aux divers termes de la progression geometri 


on aura 
et 


P. p-y P‘> 


ai — ^2 — • — 


(^4) ^ ^(p) — ^0+(p + p“ “H • • • “H p”' 

Done alors une fonction symetrique des racines prirnitwes de 
tion (i) sera en mSme temps une fonction lineaire de la somm 


racines. 
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Comme nous I’avons deja remarque, si Ton designe par p une racine 
primitive de I’equation (i), et par 

A, /c, I, ... 

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, les diverses racines pri¬ 
mitives de la meme equation pourront etre representees, non seule- 
ment par les termes de la suite 

p*, p*, p', ..., 

mais encore par les termes de la suite 

p"*", p”*, p™', .... 

pourvu que m soil lui-meme premier a n. II est essentiel d’observer 
que, pour passer de la premiere suite a la seconde, il suffit de multi¬ 
plier par m les divers exposants 

A, k, Ij •.., 

qui se transforment alors en ceux-ci 

mh, mk, ml, .... 

Si Ton rnultiplie de nouveau ces derniers par m, une ou plusieurs 
fois, on obtiendra encore d’autres suites qui seront propres elles- 
memes a representer les diverses racines primitives, savoir : 

P m*/t 

> P > P > • * • > 

r^rn^k , 

P > P > P > • • • ? 

. . . ., , .. . , • • • > .... 

O.oncevons, maintenant, qu’avec les termes correspondants, par 
exemple, avcc les premiers termes de ces differentes suites on forme 
une suite nouvelle 

P*, ■ p™*, p'"’*, p'"’*, _ 

Cette nouvelle suite, dans laquelle les exposants de p forment une 
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progression geometrique 

h, mh, m^h, m^h, 

offrira autant de racines primitives distinctes qu’il y aura d’unii 
I’exposant i de la plus petite puissance de m propre a verifiei 
valence 

( 25 ) »i‘=i (mod./i). 

En effet, la valeur de i etant choisie comme on vient de le di 
progression geometrique etant reduite aux seuls termes 

A, mhy m}hy 

la difference entre deux termes de cette progression ne ser; 
divisible par n\ et, en consequence, les deux puissances d( 
auront ces deux termes pour exposants, ne seront jamais egal 
elles. Done, alors les divers termes de la suite 

(26) p"'*, p"*’*, p'“'-^‘ 

seront tons distincts les uns des autres. 

Si n est un nombre premier impair v, ou une puissance 
nombre, tous les entiers premiers a n verifieront I’equivaleno 

(27) 

la valeur de N etant donnee par la formule (12), ou 



Alors, si I’on prend pour m une racine primitive s de la formi 
on trouvera 

't = N, 

et la suite (26) deviendra 

(a8) p/', p^*, p*’A p-'" 

Cette suite se reduira meme a 


(29) 


p» P'S p®v 
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si Ton (•(Munn* on pout lo iairo. h ■ • i. D’aillours, N otant pn'Mji 
soiiHMit lt‘ nomliro dos otiliors 

/i, k, I . 

iuforiours ii n t>l prouiiors a «, i! i‘u rosulto quo <’haouno dos suites (28) 
(u<)) ooiiiproiulra foutos los raoiiii's primitivos do IN^uation (i). 

Si n so mhiit a uii uomhro protuior, altirs, la valour do N etaiit 

N”h-i, 

los suitos ( 28), ( (lovioiidrout 

(.{<•) P*. p"*, f/'*, .... f/" 

{;!i) p, p% p‘', p'“ *. 

ot cos dotix suitos, dans losquollos los oxposauts do p croissont 01 
progression gdoniotritjtio. ollViront chaeuno, a I’ordro pri'S, los ui(>ino 
toriuos qtto la suite 

p, p\ p\ .... p’ 

dans la<|uoilo los oxposauts «lo p oroissout on progression arith 
iiu'diquo. 


NOTH VII. 


stft l-liS SoaSKH »«« RAIUSKS ORtMITIVKS l>8S ^yOATIONS BItiOMKS, 

Hr SI R t.XS FOSr.ttOSS m. V.%» ItACINSS. 

Sidont tonjiturs p uno raoino primitive do Tequation binoino 


(0 



a" 1, 

ot 



/<, A. /, 

1 ..,. . ,, 

* 

. rt. , 
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plement a I’unite. Les diverges racines primitives de I’equation 
pourront etre representees, soit par les termes de la suite 

p*, p‘, .. 

soit par les termes de la suite 

P mh f^ynk r\ml 

> P > P > • • • j 

m etant un nombre quelconque premier a n. Or, on pourra gen( 
lement, comme on le verra .ci-apres, partager les entiers 

h, k, I, ... 

on deux groupes 

h, h', h", ... el k, k', A", ..., 

et par suite les racines primitives 

p*, p*, p', ... 

en deux groupes correspondants 

pA, p*’, ... el p*. p*', p*", ..., 

de telle sorte qu’apres la substitution de p” a p, les deux -derni 
groupes se trouvent encore composes chacun des memes racines, 
transformes Fun dans I’autre. Ainsi, par exemple, si Ton siipp 
n = 5 , les quatre racines primitives de Fequation (i), ou 

formeront les deux groupes 

p, p* el p®, p’, 

qui deviendront respectivement, aprbs la substitution de f a p, 

pS p* el p‘, p 

apr^s la substitution de p® a p. 


enfin, apres la substitution de a p, 

p\ p et p% p-. 

Or, il est clair quo, dans le premier et dans le dernier cas, les deux 
groupes resteront composes chacun des memos racines, tandis que 
dans les deux cas precedents les racines du premier groupe se trans- 
formeront en celles qui composaient le second, et reciproquement. 

Les racines primitives de I’equation (i) etant partagees en deux 
groupes, comme on vientde le dire, de telle sorte, qu’apres la substi¬ 
tution de p"' a p, les deux groupes restent, pour certaines valours 
de m, composes chacun des memes racines, et se trouvent, pour 
d’autres valeurs de m, echanges entre eux; il est clair que le nombre 
des racines 

q/I 

p , p , p , ... 

du premier groupe devra etre egal au nombre des racines 

p*, p*’. p^'% ••• 

du second groupe. Done, si Ton represente par N, comme nous I’avons 
fait dans la note precedente, le nombre total des racines primitives ou 
des entiers 

/i, kf I, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, on verra le nombre des entiers 

h, h', h", 

ou de racines comprises dans le premier groupe, et le nombre des 
entiers 

k, k', k", .. 

ou des racines comprises dans le second groupe, se reduire sepa- 
rement a ce qui suppose N pair. 

Cola pose, concevons que Ton ajoute les unes aux autres les diverses 
racines primitives de I’^uation (i), prises avec le signe -f- ou avec le 
sisrne —. suivant au’elles font uartie de I’un ou de I’autre groupe. On 
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obtiendra ainsi une sommc algebrique dans laqucdle on pouri 
succeder a chaque terme precede du signe -h un terme corresp 
precede du signe —. Cette somme algebrique pouvant etre con 
en consequence comme composee de termes alternativement 
et negatifs,.nous la designerons sous le nom de somme aliernee 
si Ton pose 

(2) (D = p'' + p *'■+■ p*"4- . . . — p^‘' — p^"'— p''" —. . ., 

(0 sera une somme alternee dcs racines primitives de I’equati 
Lorsque, dans une semblable somme, on remj)lacera la racine 
tive p par une autre racine primitive p"‘, los dilTercnts termes s( 
formcront, au signe pres, les uns dans les autres, et deux term 
se deduiront ainsi Tun de I’autre, se trouveront toujours affei 
memo signe pour certaines valeurs de m, mais afi'ectesde sign^ 
traires pour d’autres valeurs de par consequent, la substitutio 
a p laisscra invariable la valeur de la somme, ou la fera seu 
changer do signe. Supposons, pour fixer les idees, que de 
groupes 

h, h', h", ... et k, k', k", ..., 

le premier renferme I’exposant i. Alors la substitution de 
n’alterera point la valeur de la somme alternee cD, si Ton a pris 
un des nombres 

h, h\ h", ..., 

et la fera seulement changer de signe, si Ton a pris pour m 
nombres 

k, k', k” . 

Si, par exemple, on suppose n = 5 , la somme alternee 

(D = p-H —p^—p'* 

cliangera de signe, quand on y remplacera p par p- ou par p’, m 
ne sera nullement alteree quand on y remplacera p par p'. 

Tl I- I rv^ f rk !• /I * Vv r\ rl ii 1 rv i-i In n l-k l' f i f n f I /M 
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a p laisse invariable la somme alternee ffi, les termes 

p' et p™^, 

par consequent les termes 

■ pmt gj ^ 

(loivent se trouver alFectes dumeme signe dans cette somme, /pouvant 
designer ici Tun quelconque des nombres 

h, h', h", k, k', k", 

c’est-a-dirc Tun quelconque des nombres premiers a n. Done, dans le 
cas dont il s’agit, le meme signe doit affecter tons les termes de la 
suite 


(3) p', p''", p"'*', 

i etant I’exposant de la plus petite puissance de m propre ii verifier 
I’equivalence 

(4) . «j‘=i (mod. rt). 

Mais, si la substitution de p'“ a p fait varier le signe de la somme 
alternee (£>, alors les termes 

p' el p'"' 


devront y etre aflectes de signes contraires, et Ton pourra en dire 
autant des termes 

pm/ pmV 


OU 


el 


Done alors chacun des termes de la suite ( 3 ) sera, dans la somme 
alternee precede du meme signe que p' ou d’un signe contraire, 
suivant que I’exposant de p contiendra comme facteur une puissance 
paire ou une puissance impaire de m. Dans tons les cas. 
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etant deux nombres premiers an, 

p«:V 

sera precede du meme signe que p''. Done, si Ton a pris I’unite 
Tun des nombres 

h, h’, h", ..., 

p™’ sera precede du signe ainsi que p; et, par consequent, le gr 

h, h', h", ... 

renfermera tous ceux des nombres 

h, k, l, ... 

qui sont equivalents a des carres 

m^, 

suivant le module n, e’est-a-dire tous les residus quadratiques rel 
a ce module. 

Supposons maintenant que n soit un nonibre premier impair 
une puissance d’un tel nombre. Alors les entiers 

, Ily Ay ly . . . y 

inferieurs a n et premiers a n, verifieront I’equivalence 

(5) (mod./i), 

N 

les uns, dont le nombre sera -» etant residus quadratiques suiva 
module n, etracines de I’equivalence 

N 

(6) = i (mod./O, 

N 

les autres, dont le nombre sera encore etant non-residus qu< 
tiques, et racines de reqitivalence 


(7) 


x- = — i 


(mod. n). 
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D’ailleurs, si, dans la somme alternee (O, le terme p est precede du 
signc 4-, on pourra en dire autantde toiites les puissances de p, qui 
ofFriront pour exposants des residus quadratiqiies; et, comme Ic 

nombrc de ces puissances sera precisement —> les autres puissances, 

qui auront pour exposants des non-residus quadratiques, devront 
toutes etre alfectees du signe —. Done alors . 

h, h', h\ ... 

devra representer la suite des residus quadratiques, et 

k, k', k'\ ..., 

la suite des non-residus. D’ailleurs, si Ton prend pour m une racine 
primitive s de I’equivalence ( 5 ), les diverses racines primitives de 
I’equation (i)pourront etre representees par les divers termes de la 
suite 

■ p» p'% p^b 

et, parmi les exposants de p dans cette suite, ceux qui representeront 
des residus quadratiques, relatifs au module n, seront les exposants 
Carres 

t, .s'% ..., 5^-^ 

Done, si lo terme p se trouve precede du signe -+- dans la somme 
alternee (D, la valeiir de cette somme, dans I’hypothese admise, no 
pourra etre que la suivante : 

(8) (0 = p — p‘--t- p*’— ... — p*”-'. 

II est au reste facile de s’assurcr que, dans le cas oiin se reduit a un 
nombrc premier impair ou a une puissance d’un tel nombre, le second 
membre de la formule (8) represente effectivement une somme 
alternee des racines primitives 

p, p , p , . . ., p 

de I’^uation (i). Car, si, dans ce_ second membre, on remplace p 
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par p-*, chaque terme se trouvera remplace par le suivant, p 
contraire, le dernier terme etant remplace par — p. Or, cle 
observation, il resulte que le second membre de Tequation 
compose des memes termes, tons ccs termes etant pris avei 
contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, on ton 
avec ces memos signes, si Ton y remplace la racine prir 
Tune des racincs primitives 

P. » P ? • • • > P > 

ce qui revient a remplaeer line on plusieurs fois de suite p 
Dans le cas particulier oii n se reduit a un nombre pren 

N = rt — I, 

et la formule (8) donne simplement 

(9) (0 = p —p^'-i-p-'""’, 
s etant une racine primitive de requivalonce 

(10) (mod./i). 

Alors, aussi, en vertu de la formule (i 4 ) de la Note I, 0 

(11) (p - p-'-H p-'*+... - p^":“r=(-1)^«, 

par consequent 

n — V 

(12) (—1) n. 

Done, n etant un nombre premier impair, on aura 

(1 3 ) (S!>^—n, (Q —±\JTi, 

si ce nombre premier n est de la forme et Ton I 

contraire, 

(1 4 ) & — — n, 


si n est de la forme 4^ + 3. 
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Si Ton suppose, par exemple, n = 3 , on trouvera 

(D=p-p=, 

p, p- rcpresentant les deux racines primitives de I’equation 

OC? — 1 = 0 , 

ou, ce qui revient au meme, les deux racines de I’equation 

x--\- x-^\ = o. 


Or, ces deux racines etant 



il est clair qu’en supposant/i = 3 , on trouvera 

® = 3® sj — I ou (D rr — 3^ \J — I, 

suivant que Ton prendra pour p la premiere ou la seconde racine. 

Lorsque, n etant une puissance entiere d’un nombre premier im¬ 
pair V, on aura 

n — v^, 

et a ]> I, alors, d’apres ce qui a ete dit ci-dessus, deux monomes de la 
forme 

P'' 

seront, dans la somme alternee cO, affectes du meme signe, si les 
nombros /, /', premiers a n, verifient la condition 

l'=Tn}l (mod.n), 

m-etant un carre premier a n, ou, ce qui revientau meme, si le rapport 

I' 

7 ’ 


etant ecruivalent suivant le module n a un carre, verifie par suite la 
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formule 

N 

= i (mod.2). 

Or, c’est evidemment ce qui arrivera, si Ton a 
(i5) l' = l (mod. v). 

Car, en elevant plusieurs fois de suite a la puissance v le 


membres dc la formule (i 5 ), on en tirera successivcment 



- \ 

(mod. V-), 



(mod.v’),. 



(mod. v“), 

par eonsequent. 

V«-t 

(t 

(mod. v); 


puis, en elevant Ics deux membres de cette dcrniere formule a 1 
sanee entiere et ayant egard aux equations 




N 


2 2 


on trouvera definitivement 


N 

l'\- 

-j j =i (mod. n). 


Done, lorsque n represente le carre, le cube, ou unc puissan 
elevee d’un nombre premier impair v, le memo signe doit a 
dans la somme alternee co, toutes les puissances de p dont les ex 
sont equivalents, suivant le module v, a un memc nombre 1 ; p 
sequent, le meme signe doit affecter, dans la somme alternee 
les termes de la suite 

p', p^+\ ..., 

Or, la somme de ces derniers termes, savoir, 

pt p/+V p/+2V -p.. . . + p/+«-V _ pi (L , 



etant mille avec la difference i — p", il est clair que, dans le cas dont 
il s’agit, la somme alternee se coinposera de diverses parties separe- 
ment egales a zero. Done, la somme cD s’evanoiiira elle-meme; et, 
lorsque ti sera le carre, le cube ou une puissance plus elevee d’un 
nombre premier impair, on aura toujours 

(16) (0 = 0. 

Si n se reduisait au nombre 2, I’equation binome 

.a^- = 1 

n’offrirait qu’une seule racine primitive 

p=-i, 

avec laquelle on ne pourrait composer une somme alternee. C’est au 
reste le seul cas ou la formation d’une somme alternee des racines 
primitives devienne impossible, et oil le nombre N cesse d’etre pair, 
en se reduisant a runite. 

Il n’en sera plus de meme si Ton prend pour n une puissance de 2. 
Concevons qu’alors on reduise toujours I’un des nombres 

h. A', h'\ ... 

a I’unite. Si, pour fixer les idees, on suppose = 4 > on trouvera 

A = I, A' = 3, 
et 

(17) C£) = p — 

sera une somme alternee des racines primitives de I’equation 

a: = I. 

Cette meme somme, egale a 

2p =± 2 V'— I, 


verifiera d’ailleurs la formule 
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Si Ton suppose « = 8, on pourra prendre 


ou bien 
ou bien 


/i = i, A'=3, k = S, k'=j, 

k = i, h'— 5 , k = 5 , k'='], 

h = i, hi—'), k — i, k'—^, 


et obtenir ainsi trois sonames alternees des racines primitives 
I’equation 

X* I. 


De ces trois sommes la premiere, savoir 

(19) (D = p -f- p»— p 5 - p’ 

verifiera la formule 

(20) = — 8 ; 
la seconde, savoir 

(21) (fi p + p 5 —p 3 _ p’, 

se reduira simplement a 

(22) (D = o; 

et la troisieme, savoir 

(28) (0 = p-+-p’—p^—p® 

verifiera la formule 

(24) ®»=8. 

Enfin, si n est une puissance de 2, superieure a la troisieme, al 
en posant 

(25) 

^ ^ 2 

et choisissant le nonabre entier d de inaniere a verifier la formule 



(mod. /i), 


Ld~i 


ou 



NOTE VII. 


251 


on trouvera 


£ 

/ 


n 

nl 



3 


(mod. n). 


ou, ce qui revient au meme, 

= (mod. «), 

attendu que, n etant divisible par i6, 



sera divisible par n. Done alors la valeur de I', determinee par I’equa- 
tion (20), sera equivalente, suivant le module n, a un produit de la 
forme 


(■ 




I 


ou 




m etant premier a n, e’est-a-dire, impair; et les termes 


P. 



seront generalement aflectes de signes contraires dans une somme 
alternee co des racines primitives de Tequation (i). D’autre part, 
puisque, pour des valeurs paires de n, I’equation (i) se decompose en 
deux autres, savoir 

n 

(26) 

n 

(27) X ^=— l , 


etqu’une racine primitive p de I’equation (i) ne peut verifier I’equa- 
tion (26), on aura necessairement 

n 

^——1 et = — p'y 
ou, ce qui revient au meme, 

p'->r p^'= O. 

Done, si n est une puissance, de 2 superieure a la troisieme, une 
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somme alternee (D dcs racines primitives de I’equation (i) s 
posee de telle maniere, que les termes alfectes du merae 
detruiront deux a deux, en fournissant des sommes partielle 
zero. Done alors, la somme cO sera nulle elle-meme, ct Ton a 

(D “ 0. 

En resume, si n est nn nombre premier on one piiissanci 
nombre, la somme alternee (D sera nulle, a moins que n ne s 
a 4 oil a 8, ou a un nombre premier impair. 

D’ailleurs, lorsque (0 ne sera pas nul, on aura toujours 

—zh /?, 

savoir 

(28) 

si n est de la forme [\x -i- i; 

(9,9) (D- = —/i, 

si n est egal a 4 . on de la forme l\x -1- 3 ; enfin, si n est egal a 

( 3 0) oil (D-=:—/i, 

suivant qu’on placera dans le meme groupe les deux nombr 
ou r ct 7. 

Concevons maintenant que, n etant un nombre entier qu( 
on pose 

( 3 1) /I =• v"v*v"'^..., 

V, v', v", ... etant les facteurs premiers de n, dont I’un \ 
reduire a 2. Alors, comme on I’a vu dans la Note precedi 
racine primitive 

P 

de I’equation (i) sera le produit de racines primitives 
prbpres a verifier respectivement les diverses equations 

(09) = .... 
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Alors aussi on obtiendra Ics div'crses valours de p et on les obtiendra 
chacunc d’lino sculc manierc, si dans le second membre de la formule 

( 33 ) 

on substitue successivement les divers systemes de valeurs de 

ri, ... 

coinbinees entre ellcs de toutes les manieres possibles. D’ailleurs, 
^ etant une des racines primitives de I’equation 

chacunc des autres racines primitives do la memo equation sera de la 
forme 

/ etant un nombrc entier premier a v. Pareillement, yj etant uneracine 
primitive de I’equation 

ie''"’ = I, 

chacune des autres racines primitives de la meme equation sera de la 
forme 

■r/', 

/' etant un noinbre entier, premier a v', etc. Done, si Ton designe, 
coinme ci-dessus, par 

I, y), S, . • • 

certaines racines primitives, propres a verifier respectivement les 
equations 

a:''‘=zi, 

les diverses racines primitives de I’equation (i) se trouveront repre¬ 
sentees par des produits de la forme 

l etant premier a v, a v', I" a v".Cela pose, considefons une 

somrne alternee (O des racines primitives de I’equation (i). Comme les 
differents termesde la somme® se reduiront ade sernblables produits, 
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pris, les uns avec le signe + , les autres avec le signe —, c 
sera evidemment uae fonction entiere de chacune des rac 
tives 

I V, K, .... 

On arriverait, an reste, a la meme conclusion, en partan 
mule (33). En effet, la valeur de p, que determine cette for 
une racine primitive de I’equation (i), la somme alternee ® 
sairement une fonction entiere de p, et par sui te une fonc 
de de r], de — Or, concevons que, dans cette fonctio 
a la place de une autre racine primitive de la premier 
tions (32). La somme alternee ® devra rester composee 
termes, tons etant pris avec les signes qui les affectaient 
tous etant pris avec des signes contraires. Done, chaque 
tielle de termes qui ne differeront les uns des autres que f 
de i, et par suite la somme cD elle-meme, seront proportio 
somme de toutes les valeurs de i, ou a une somme alte: 
valeurs. On prouvera pareillement que ® est proportionnel 
des valeurs de Yj, ou a une somme alternee de ces valeurs, 
des valeurs de i, ou a une somme alternee do, ces valeurs, 
somme alternee CD renfermera, comme facteur, ou la sot 
somme alternee des racines primitives de chacune des equ; 
et sera proportionnelle an produit de divers facteurs de c 
correspondant a ces diverses equations. D’ailleurs, si I’oi 
le produit dont il est ici question, le developpement offrii 
pres, chacun des termes que renferme la somme alternei 
termes devront encore etre affectes du meme signe ou de 
traires dans le produit, suivant qu’ils seront affectes du 
ou de signes contraires dans la somme tD. Done la somrn 
sera egale au produit obtenu, comme on vient de le dire, 
duit pris en signe coatraire. 

Reciproquement, si Ton forme tin produit dont les div< 
correspondant aux diverses equations ( 32 ), representen 
somme des racines primitives de Tune de ces equations, ou 
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alternee de ces racines, il est clair que ce produit developpe sera com¬ 
pose de termes egaux, au signe pres, aux diverses racines primitives 
de I’equation (i), et pourra etre considere comme une fonction entiere, 
non seulement d’une racine primitive p de I’equation (i), mais encore 
de certaines racines primitives 

propres a verifier respectivement les equations (Sa). D’ailleurs, dans 
ce produit, on verra evidemment reparaitre les memes termes, tous 
pris avec des signes contraires a ceux dont ils etaient d’abord affectes, 
ou tons pris avec les memes signes, quand on y remplacera la racine $ 
par une autre racine primitive de I’equation 

= 1 , 

ou la racine primitive y] par une autre racine primitive de I’equation 

^'''‘= 1 , . 

par consequent aussi quand on effectuera simultanement plusieurs 
remplacements de ce genre, ce qui revient a remplacer la racine pri¬ 
mitive 

de I’equation (i) par une autre racine primitive de la meme equation. 
Done le produit, forme comme nous I’avons dit, ne pourra etre qu’une 
fonction alternee des racines primitives de I’^uation (i), dans le 
cas oil il ne sc reduirait pas a une fonction symetrique de ces racines. 

II est bon d’observer que la somme des racines primitives de 
I’equation 

etant egale a — i, a pour carre I’unite, etque la somme alternee de ces 
racines primitives, quand elle ne s’evanouit pas, ofFre pour carre ± v". 
Une pareille observation pouvant etre appliquee a chacune des equa¬ 
tions (32), le produit de plusieurs facteurs, dont chacun sera, ou la 
somme, ou une somme alternee des racines primitives de Tune de ces 
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equations, devra toiijours, quand il ne s’evariouira pas, offr 
qui soit egal, abstraction faite du signe, au produit des non 

v'*, v"^, . . . , 

ou de plusieurs d’entre eux, par consequent a ra, ou a un di^ 
D’ailleurs, comme nous I’avons prouve, le premier de ces 
diiits pent representer une somme alternee quelconque ® 
primitives de I’equation (i). Done, si iiiie sernblable somni 
nouit pas, elle offrira pour carre ± n, ou un diviseur de ± 
Observons encore qu’on aura toujours, ou 

{34) co = o, 

ou 

(35) ©- = ±/i, 

si chacun des facteurs du produit qui represente ffi est 1 
alternee. Au contraire, si Tun de ces facteurs est la somme 
primitives de Tune des equations (Sa), cD*, en cessant d’eti 
genefalement'de la forme 

(36) . (D“=±:w, 

CO etant un diviseur de n. Alors aussi, cD, considere comr 
des racines primitives des equations (32), sera, pour une 0 
sieurs des equations dont il s’agit, fonction symetrique de 
Pour qu’on trouve en particulier 

il sera necessaire que, dans le produit propre a representer 
facteur se reduise a une somme altermee differente de ze 
qui arrivera lorsque, dans le nombre compose n, les facteu 
impaii's seront inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant j 
4 ou 8 . 

Soit maintenant 

f(p) 
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line fonction entiere de la racine primitive p de I’equation (i). On 
pourra, dans cette fonction, rMuire I’exposant de chaque puissance 
de p a un nombre entier plus petit que n, et poser en consequence 

(87) f(p)=:ao-t-a,p-i-a2p®-f-...-+- a^-ip"-', 

a„, a,, aa, ..a„_, designant des coefficients independants de p. Sup- 
posons d’ailleurs que, dans le cas oil Ton remplace la racine primitive p 
de I’equation (i) par une autre racine primitive p" de la meme equa¬ 
tion, les differents termes contenus dans f(p') se transforment, au signe 
pres, les uns dans les autres, et que deux termes, qui se deduisent 
ainsi I’un de I’autre, se trouvent toujours affectes du meme signe pour 
certaines valeurs 

h, h\ k", ... 

du nombre m, mais affectes de signes contraires pour d’autres valeurs 

k, k', k", ... 

du meme nombre; en sorte que, sous ce point de vue, les entiers 

A, A, , 


inferieurs a et premiers a n, se partagent en deux groupes 
A, A', A", ... el k, k', k", .... 


Alors, dans f(p), les coefficients ao s’evanouiront necessairement, 
et f(p) sera une fonction lineaire de chacune des sommes algebriques 


(38) 


p/i p/i' ph" ^ 

1 

1 

P*' — 

p*' — 

• • 5 

p52/i_l_ . 

.- p’-*— 

p54-'_ 


• • > 

p3A_|_ p3/i'_j_ p3/i"_p.^ ^ 

p»*— 

p3*'__ 

p**'—.. 

• • •) 


chacune d’elles etant censee ne renfermer que des termes distincts les 
uns des autres. Sous cette condition, les sommes algebriques dont il 
s’agit se reduiront toujours, ou, comme la premiere, a une somme 
alternee des racines primitives de I’equation (i), ou du moins a des 
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sommes alternees des racines primitives d’equations de la f( 
(39) ■ ^“=1, 

les exposants ou les valeurs de etant des diviseurs de n. 
dans la fonction f‘(p). aussi bien que dans chaque somme al 
termes precedes du signc -+■ seront evidemment en meme n 
les termes precedes du signe — ; et, si a un terme que 
signe -f- on fait succeder un terme correspondant que ] 
signe —, on pourra obtenir, pour representer la fonction, 
de termes alternativement positifs ct negatifs. Pour cette ra 
designerons sous le nom de fonction alternee la fonction f( 
comme il a ete dit ci-dessus. II est clair qu’une semblabi 
pourra seulement acquerir deux formes distinctes, ct dei 
egales au signe pres, mais affectecs de signes contraires, 
remplace une racine primitive p de I’equation (i) par une ai 
primitive p"'de la meme equation. Ajoutons qu’eii vertu de 
etablies par la formule (d3) entre les racines primitives 
tion(i) et cedes des equations (32), toute fonction alternee c 
primitives de I’equation (i) sera en meme temps, ou uni 
alternee, ou une fonction symetrique des racines primitives d 
des equations ( 32 ). II sera maintenant facile de trouver U 
plus” simple a laquelle se reduisc. pour une valour donnee 
fonction alternee f(p) des racines primitives de Tequation (t 
lorsque n representera un nombre premier ou une puissam 
nombre. Entrons a ce sujet dans quelques details. 

Supposons d’abord que le nombre n se reduise a un no 
mier impair v, ou a une puissance de ce nombre premier 
qu’on ait 

I’exposant a pouvant se reduire a I’unite. Les divers div 
nombre n, y compris ce nombre. lui-meme, ou les divers 
que pourra prendre I’exposant co dans la formule (3^), sero 
tivement 

V, V', v"*; 
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et les sommes alternees des racines primitives de Tequationi ( 38 '), qui 
correspondront a ces diverses valeurs de co, seront toutes nulles, a 
I’exception d’line seiile, quo nous designerons par A, et a laquelle la 
fonction f‘(p) deviendra proportionnelle; eii sorte qu’on aura 

(4o) r(p)=:aA, 

a etant independant de p. La somme A dont il s’agit sera d’ailleurs la 
somrae alternee des racines primitives de I’equation 

qu’on obtient en posant, dans I’equation (39), co = v. 

Supposons en second lieu quo le nombre n se reduise a une puis¬ 
sance 

du nombre u. Alors, pour qu’on puisse former avec les racines de 
I’equation (i) une fonction alternee, il sera necessaire que cette equa¬ 
tion offre plus d’unc racine primitive et qu’on ait en consequence 

«>i. 

Cela pose, n pourra etre I’un quelconque des termes de la progression 
geometrique 

4, 8, 16, 

et, les valeurs de co, dans I’equation (dp), d’evant aussi se rckluire a 
des termes de cette progression, la somme des racines primitives de 
I’equation (dp) ne pourra cesser de s’evanouir que lorsqu’on prcndra 

0 ) = 4 on w =■ 8 . 

Done alors une fonc.tion alternee fi p) des racines primitives de I’equa- 
tion (i) rcnfermcra tout au plus deux termes qui ne s’evanouiront 
pas, ces deux termes etant proportionnels, le premier a une fonction 
alternee des racines primitives de I’equation 

(40 ' — 

le second a une fonction alternee des racines primitives de I’equation 
(42) «*=i. 
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Or, evidemment de ces deux tertnes le premier subsistera sei 
a «= 4 » et alors la function alternee f(p) sera encore de 
indiquee par I’equation ( 4 o)» la valeur de A etant 

A=rp — p^=:±1\J — I. 

Si n devient egal a 8, on aura trois cas a considerer, suivai 
second ferme deviendra proportionnel a Tune ou a I’autre 
sorames alternees 

(43) 4p-+-p^—p' — p’) P — p’—p’' —o, p'+'p'^—p’ — 

Or, quand on fait successivcment coincider avec chacune de 
sommes la premiere des expressions ( 38 ), savoir 

. . .— -p'^’'- •••> 

on trouve que les valeurs correspondantes de la seconde expr 

p-*— p^*—..., 

rMuite a ne contenir que des puissances de p non equivalen 
elles, deviennent respectiveinent 

(44) o, P^ —P« = ± 2 v/^, o. 

Done, n etant egal a 8 , le second des termes dont nous av( 
disparait lorsque le premier subsiste, et reciproquement; en s 
dans ce cas encore, la fonction f(p) est de la forme indii 
I’equation ( 4 o), A designant une somme alternee des racini 
tives ou de I’equation ( 4 i) ou de I’equation (42). 

Au reste, ces conclusions doivent etre etenducs au cas me 
etant une puissance de 2, deviendrait superieur'a 8, puisqi 
fonction f(p), dans laquelle tous les termes disparaitraient, i 
tion des deux termes ci-dessus mentionnes, pourrait encore 
sideree comme une fonction alternee des racines primitives c 
tion (42). * 

Revenons a des valeurs quelconques de «, et posons de iiou 
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V, v', v", ... designant les facteurs premiers de n, dont I’un pourra se 
reduire a 2 . Comme nous I’avons deja dit, une fonction alternee f(p) 
des racines primitives de [’equation (i) sera en meme temps ou une 
fonction symetrique, ou une fonction alternee des racines primitives 
de chacune des equations (Sa). Occupons-nousd’ailleurs specialement 
du cas oil f(p), considere comme fonction des racines primitives de 
Tune quelconque des equations (32), est toujours une fonction 
alternee, jamais une fonction symetrique de ces racines; ce qui sup¬ 
pose n impair ou divisible plusidurs fois par le facteur 2 . Dans ce cas 
special, d’apres ce qu’on a vu tout a I’heure, ou la fonction f(p) 
s’evanouira, ou elle deviendra simultanement proportionnelle a divers 
facteurs 

A, A', A", ..., 

qui representeront des sommes alternees, respectivement formees 
avec les racines primitives des equations 

(45) 

si les facteurs premiers 

V, v', v", ... 

sont tous des nombres impairs. Done alors f(p) sera proportionnel ar 
produit 

A A' A" ..., 

qui representera une somme alternee des racines primitives de I’equa- 
tion . 

(46) 

ou 

(47) a:“=i, 

la valeur de co etant 

( 48 ) w = vv'v"..., 
et Ton aura en consequence 

(49) • f(p) = aAA'A"..., 
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a designant dans f(p) !e coefficient d’line racine primitive de I’equ 
tion ( 4 ^)- Si, parmi les facteurs 

y, y', y", 

le. premier v se reduisait a 2, on devrait remplacer la premiere d 
equations ( 45 ) par I’equation ( 4 i) ou ( 4 ^); ct par suite on devra’ 
dans la formule (49). prendre pour A une somine alternee des racin 
primitives de I’uno des equations 

(oo) d;'‘ = I , = I . 

Alors le produit 

AA'A"... 

serait une somme alternee des racines primitives de I’equation (4- 
la valeur de co etant donnee non plus par la formule (48), mais p 
Tune des deux suivantes ; 

(51) z= fyM', «r=8y'y".... 

D’ailleurs, en supposant n impair avec chacun des facteurs 

V 

•'? •' ? *' > • • • t 

on trouvera 

(52) A==(-I)^y, A'=r=(-i)“y', A"^ = (-0”^y", 

et, par suite, 

V -1 _1 V' -- 1 

(53) A»A'“A"L..= (— 1 ) ^ ^ ■'■■■■y'/y"..., 

OU, ce (jui revientau memo, 

o) 1 

(5,'i) A'^A'-A"L ..=:'(—() ^ f,)=:±:w, 

la valeur de w etant donnee par la formule ( 48 ). Si au contraire 
suppose V — '2, /I etant divisible par 4 on par 8 , la premiere des 1 
mules (52) se trouvera rcmplacee par rune des equations 

(55) A®~—4, A-==rb8, 

•et la formule ( 53 ) par I’unc des equations 


par consequent on aura encore 

( 07 ) A^A"-A"^.. = ±co, 

la valeur de co etant donnee, non plus par la formule (4d), raais par 
Tune des formules (5i). Dans Tune et I’autre hypotheses, on tirera de 
la formule ( 49 ) 

(58) [r(p)]-=±wa^ 

L’equation (58) se reduira simplement a 

( 09 ) [f(p)]-r=±:/ia-, 

si Ton a 

( 60 ) 0 ) = /t. 

Or, pour que le nombre w, determine par la formule (48), ou par I’une 
des formules (5i), devienne precisementegal a n, il est necessaire que 
les facteurs premiers et impairs de n soient inegaux, le facteur pair, 
s’il existe, etant 4 ou 8. 

L’equation ( 69 ) se reduira en particulier a 

( 6 .) [f(p)]^=«a=, 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant inegaux, ce 
nombre est de Tune des formes 

4.r4-i, 4(4a;-i-3), 

OU bien encore de Tune des formes 

8(4^'-hi), 8(4^4-3), 

9 

pourvu toutefpis que, dans ce dernier cas, on place dans le meme 
groupe ceux des entiers 

^ h. k, I, ... 

inferieurs ii n, mais premiers a n, qui, divises par 8 , donnent pour 
restes i et 7 , quand est de la forme + et ceux qui, divises 

par 8 , donnent pour restes i et 3, quand ^ est de la forme 4* -+■ 3. 
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Enfin requation (Sg) se trouvera reduite a 

( 62 ) [f(p)]^==-na% 

si, les facteurs premiers et impairs du nombre n etant 
nombre est de I’une des formes 

4(4^<7 + i)> 

ou bien encore de Tune des formes 

8(4^’-l-i), 8(4a;-i-3), 

pourvu toutefois que, dans ce dernier cas, on place da 
groupe ceux des entiers 
, h, k, I, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, qui, divises par 8 , d 
restes i et 3, quand ^ est dela forme f^oc -+- 1 , et ceux qui d 

restes i et 7 , quand - est de la forme L\x -t- 3. 

Nous observerons en llnissant quo, dans Ic cas oil Ton 
oil la formule (58) se reduit a la formule (Sg), lo produit 

A A'A"..., 

renferme dans le second membre do la formule (4g). se 
somme alternee lO des racines primitives de I’equation (i 
la formule (4g) pourra s’ecrire comme il suit: 

(63) f(p) = a®. 

Or, en elevant au carre chaque membre de cette dernier 
ayant egard a I’equation (35), on retrouvera, comme ' 
attendre, I’equation (5g). 
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NOTE VIII. 


PROPRifiTfiS BBS NOMBRES QUI, DANS UNE SOMME ALTERNEE DES RACINES PRIMITIVES 

d’une Equation binome, servent d’exposants aux diverses puissances de l’une 

DE CES RACINES. 


Soient, comme dans la Note precedente : 

nun nombre entier quelconque; 

A, k,l, ... les entiers inferieurs a n, et premiers a n; 

N le nornbre des entiers h, k, I, ...; 
p une racine primitive de I’equation 

(1) ir"=:i, 

et 

(2) ® p*'+p'*'+...— p*—p*'—p*’—... 

une somme alternee des racines primitives de cette equation, les 
entiers 

h, k, If ... 

etant partages en deux groupes 

h, h’f h", ... et k, k'f k", ..., 

de telle maniere qu’un changement opere dans la valeur de la racine 
primitive p puisse produire un changement de signe dans la somme (D, 
sans avoir jamais d’au tre effet sur cette meme somme. Enfin, supposons, 
pour plus de commodite, que le nombre i fasse partie du groupe 

h, h'f h\ .... 

Si le nombre n est premier, il sera en meme temps impair, et Ton aura 

N = /i-i. 

Alors aussi, d’apres ce qui a ete dit dans la Note precedente, les 
nombres 

h, h'f h", ... 
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seront residus quadratiques suivant )e module n, et racines 
tion 

n — \ 

(3) a? ^ = I (mod. n), 

en sorfce que chacun d’eux verifiera la condition 



Au contraire les nombres 


k, k', k\ ... 


seront non-residiis quadratiques suivant le module n, et 
I’equivalence 

n — 1 

(5) X — I (mod. «), 

en sorte que chacun d'eux verifiera la condition 



D’ailleurs, pour chacune des equations 

n—i w ■— 1 

X ^ rm I, X ^ zr: — r, 

la sommedes racines se reduira toujours a zero, lorsque — 
nombre cntier superieur al’unite; et, par consequent, pov 
des formules (3), (5), la sornme des racines sera equivalei 
suivant le module n, lorsqu’on aura 





n 3. 


Done, n etant un nombre premier superieur a 3, on aura toi 

(7 ) A -t- A' -1- A*' -1- ... = A' -t- -I- A'" +... 1 = o. 

La formule ( 7 ) comprend evidemment un theoreme < 
enoncer comme il suit: 


Tn^iORfeME I. — n etant un nombre premier superieur & 3, si 
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entiers inferieurs a n, mais premiers an, on distingue les residusquadra- 
tiques 

h, h', h", ... 

et les non-residus quadratiques 

k, k', k", ..., 

la somme A -i- A' ■+• A" +... des residus el la somme k k' k' . 
des non-residus seront I’une et I’autre divisibles par n. 

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n = 5, 

hz=i, h'=t\, h-h/i'=:5 = o (mod. 5). 

k = 2 , k'=3, k-i-k'=5^o (mod.5), 

pour n = 'j, 

/i = 3, h'= 2 , k''=lt, /t + A-t-A" 7=0 (mod. 7 ), 

A = i, A'=5, k=6, k-h k-^k"=iik=o (mod. 7 ), 

etc. Mais, si I’on prend 

/I = 3, 

on aura 

A = I, k— 7 ., 

et la condition ( 7 ), qui cessera d’etre verifiee, se trouvera remplacee 
par la suivante : 

A=—A = i (mod. 3). 

On pourrait demontrer encore le premier theoreme comme il suit. 
n etaut un nombre premier impair, nommons s une racine primitive 
de I’equivalence 

(mod. n). 

Les entiers infdrieurs mais premiers a n, seront equivalents aux 
diverses puissances de ^ d’un degre plus petit que n—x, savoir, les 
residus quadratiques aux puissances paires 

_ a2 3 

i, A. >*>>***>^ > 

et les non-residus aux puissances impaires 

s, 5 ®, .<®, ..., s" 
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On trouvera, par suite, 

— 1 j 

A -H A'-h . . = 5 4- . . 4- ;- = o (rr 

— I ^ 

— j 

/t + A:'+ A"4-. . . = ^«"-=“= —;-= o (ir. 

s- — I ^ 

excepte dans le cas oil, n etant egal a 3, on aurait non seulen 

, (mod. n), 

mais encore ra — i = 2 , et par consequent 

I (mod. n). 

Supposons maintenant que n devienne nne puissance d’ui 
premier impair v, en sorte qu’on ait 

n=:v^. 

Alors on trouvera 

■N=:V«-’(V —l) = /i^I— 

Alors aussi 

h, h', h", ... 


seront residus quadratiques suivant le module n, et racines ( 
valence 

N 

(8) ’ I (mod. n), 

tandis que 

k, k', k% . . . 

seront non-residus suivant le module n, et racincs de Tequiva 

(9) — I (mod. n). 

Done, si, en nommant /un nombre entier premier a n, on dei 

i 

n 

le reste + i ou 1 , qu’on obtient en divisant par ri la puissa 

N 

/% 
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chacun des nombres A, A', A", ... verifiera encore la condition (4), e 
chacun des nombres k, k', k", ... la condition ( 6 ). D’autre part 
chacun des groupes 

A, A', h", 

A, A', k", ... 


pouvant etre decompose (p. 248 - 249 ) en plusieurs suites de termes 
de la forme 

I, /-l-v, V, 


et la somme de ces derniers termes etant egale a 



par consequent divisible par ' = il est clair que, dans I’hypo 
these admise, la formule ( 7 ) pourra etre remplacee par la suivante : 

(10) A-t-A'-i-A"-i-...sA-i-A'-i-A‘'-i-...= o (^mod. 

Ainsi, en particulier, on trouvera pour n = 9 = 3-, 

A = j, AV A'^=z:i2=0 (iTlOd. 3), 

A = 2 , /c':=5, k"=S, A +i5= o (mod. 3). 


La formule (ii) renferme un theoreme qu’on pent enoncer commi 
il suit: 

Theor£;me II. — v etant un nombre premier impair, et n = ^^ unepuis 
sance de v dont le deg re surpasse I’unite, si par mi les entiers infer ieur 
a n, mais premiers a n, on distingue les residus quadratiques 


et les non-residus 


h. A', A% ... 
k, k\ k\ 

la somme A -f- A' + A" -h ... des residus et la somme A 4- A' -f- A"' + .. 

des non-residus seront, L'une et Vautre, dwisibles par v""*^ ou, ce qu 

. 11 . 
renent au meme, par - • 
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Au reste, on pourrait encore etablir le theoreme II de la 
suivante: 

Si, en supposant 

n — et N—— i), 

on nomme s une racine primilwe de Vequwalence 

= I (mod. 

on trou^era, par des raisonnemenls semblables a ceux donl n 
precedemment fait usage, 

_( 

A -H /i' -H H-. . . = IH- 5- 4- -h... -h s'^~^ ~ - (mod 

— I 

/: -H -H 4- ... ~ .9 4- 4 4-... -t- s^'~- ™ s —;- (mod 

5 - — 1 

et, par suite, 

(5^—i) (A 4-/i'4~ A^''4“ ...) = —I = (mod.Ai), 

— i) (A* -H /c'4- ...) = 0 = o (mod. n). 

Done chacun des produits 

(^2_ ,) (/i ^ // _!> // 4. . _ ^ (^2 _ j) ( ^ y^/ ^ _ 

sera divisible par n = v""; et, dans chacun d’eiix, le second 1 

h-\-h’h", ou /: 4-A-'4-4'*"4-. .. 

sera necessairement divisible par v^~*, si le premier facter 

5 - — 1 

ne pent etre qu’une seule fois divisible par v. Or, c'esLpreci 
qui arrivera. Gar, si le facteur — i etait senlemcnt divisi^ 
on en conclurait 

(mod. v^), 

et, par suite {voir la note placee au bas de la page 8r), 

5 v(v-i) ^ j (mod. v^), 

~\ (rnod.vO, 




(mod. V"). 
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Done s verifierait la formule 


= , (mod. v“), 

ou, ce qui revient au meme, la formule 

N 

(mod. n)> 

et ne pourrait representer, comme nous le supposons, une racine pri¬ 
mitive de I’equivalence 

I (mod./i). 

Lorsque v est de la forme I\x -i- i, et « de la forme v“, I’exposant a 
etant superieur a I’unite, alors 


1 2 

est, ainsi que un nombrepair; done, par suite, la quantite — i 
verifie I’equation 

N 

a;* = I 

et represente un residu quadratique suivant le module n. D’ailleurs, 
/ et m etant premiers a n, les deux nombres 

/, ml 

sent toujours en meme temps ou residus ou non-residus. Done, dans 
le eas que nous considerons ici, 

/ et —I on n — I 

seront en meme temps residus ou non-residus, et la somme des residus 

h, //, h", 

se composera, ainsi que la somme des non-residus, de termes qui, 
ajoutes deux a deux, donnerontdes sommes partielles egales a n. En 
consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 
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Theor^me III. — V etant un nombre premier de la forme l^x + x, 

n zz: 

une puissance de v, dont le degre a surpasse Vunite^ si, parmi les eh 
inferieurs d n, mais premiers an, on distingue les residus quadrati 

h, h’, h\ ... 

et les non-residus 

k, k’, //, 

la somme A-h A'h-... des residus et la somrne A-hA' + A"- 
des non-residus seront, Vune et I'autre, divisibles par n, 

Ainsi, en particulier, on trouvera, pour n = 25 — 5% 

^ I - 4 -- 4 “H 6 •+■ 9 ^ ^ I — 9 — ^ — 4 I = c 

(mod. 25 ), 

A-4-A'4-A"4-...i=2-H3-f-7“H8~f-l2-H-i3-M7-4-l8-+-22~h23 

™2-4-3-h7H--8-hI2 — 12 — 8 — 7 — 3 — 2~< 
(mod. 25 ). 

Aux tlieoremes I, II, III on pent evidemment joindre le suivant 

Tri]feOR^:ME IV. — ti representant un norrihre entier superieur a 
somme des entiers infmeurs a n, mais premiers d /i, sera divisible pi 
de sorte quen designant ces entiers par 

A, k, I, ... 

on aura 

(ii) - A-H/r + / 4-..^ 0 (rnod. /z). 

Effectivement, les entiers inferieurs a n et premiers a n, etant 
a deux de la forme 

' l, n — I, 

fourniront des sommes partiellcs toutes egales a n. On doit seule 
cxcepter le cas oil les nombres 
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pourraient devenir egaux, en restant premiers a n. Or, I’equation 


donne 


I— n —I 


etpour que soit entier, mais premier a n, il faut qu’on ait n = 2 . 

Avant d’aller plus loin, nous presenterons une observation impor- 
tante. La somme alternee © etant determinee par la formule ( 2 ), et le 
groupe des exposants 

/i, h', k\ ... 


etant suppose, dans cette somme, renfcrmer I’exposant i, enfin, le 
nombre I etant inferieur, ou meme superieur a n, mais premier a n; 
si, dans la somme alternee ©, on remplace p parp^ alors, suivant que / 
sera equivalent a I’un des nombres 

/>, h', h", ... 

ou a I’un des nombres 

k, k', k", .... 


cette meme somme se trouvera multipliee par + i ou par — i, c’est- 
a-dire que les termes precedes dii signe -4- s’y trouveront echanges ou 
non contre les termes precedes du signe , cette espece de multipli¬ 
cation ou d’echange ayant lieu dans le cas meme oil n renfermerait des 
facteurs egaux, et oil, par suite, cn vertu des proprietes do la racine p, 
la somme alternee © s’evanouirait. D’ailleurs, si n est un nombre pre¬ 
mier ou une puissance d’un tel nombre, on aura, dans le premier cas, 


dans le second cas 



: — I. 


Done, alors, changer, dans la somme alternee ®, p en p' revient a mul¬ 
tiplier cette somme, ou plutot ses divers termes, par T-l- 
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Concevons a present qiie n represente un nombre impair 
conque. II sera le produit de facteurs premiers impairs 

V, v', v", ... 

eleves a diverses puissances; et, si Ton designe les exposants 
puissances par 

by c, • • •> 

on aura 

(12) 

(13) ..(V — i) (v'—i)(v'^—i). 



Soient d’ailleurs 

Y), C, ... 

des racines primitives qui appartiennent rcspectivement aux di'i 
equations 

(14) 

On pourra prendre 

(15) p=^Yl?.... 

Soient, de plus, 

A, A', A", ... 

des sommes alternees, respcctivemcnt formees avec les racinei 
mitives de la premiere, ou de la seconde, ou do la troisieme, et( 
equations (i4)> et de maniere que la racinc 

^ ou Y) ou ^, ... 

represente Tun des termes affectes du signe -h. D’apres ce quiae 
dans la Note precedente, si la somrae alternee cd est en memc f 
une fonction alternee des racines primitives de chacune des 
tions (i4). non seulement cette somme ® verifiera I’unc des c 
tions 


(16) 

('7) 


CD = 0, 
CD^zz:zh n, 
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mais en outre le produit 

AA'A"... 

sera egal, au signe pres, a la sommeco; et comme, dans ce produit, 
aussi bien que dans la somme ®, le terme 

sera evidemmentaffecte du signe +, on aura necessairement 
(i8) ®=:AA'A".... 

II y a plus : les divers termes compris dans la somme (0 serontles pro- 
duits partiels qu’on pent former en multipliant les divers termes dt 
la somme A par les divers termes- de la somme A', puis par les divers 
termes de la somme A", et ainsi de suite. Cela pose, on pourra facile 
ment decider si un entier /, inferieur a n et premier a n, fait partie di 
groupe 

/i, A', A", ... 

ou du groupe 

A, A', A", .... 

En effet, pour y parvenir, il suffira do savoir si, dans la somme ®, lei 
termes precedes du signe -l- se trouvent echanges ou non contre lei 
termes precedes du signe —, quand on remplace 

p=:^Y)C... par 

ou, ce qui revient au meme, quand on substitue simultanement 

a n' 5 Y), k ?, .... 

Or, de ces diverses substitutions, la premiere equivaut a la multipli 
cation des divers termes de la somme A par 



la seconde a la multiplication des divers termes de A' par 
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la troisieme a la multiplication des divers termes de A" par 




etc. Done, on vortu de ces substitutions reunies-, les divers 
du produit AA'A"... ou de la somnie (O pourront etre censes mu 
par 


Done, en definitive, / tera partie du groupe 

h, /(', h", ... 

k, k', /<•", ..., 

suivant que le produit 


ou du groupe 


" 1 


' 1 ~ 


■ 1 ' 





yjUti 


sera egal a -t- i ou a — i. 

Si, en supposant toujours 


on se serf de la notation 


[-»J 


pour representer le produit 


r n 1 

“ L " 


■ / 

— I 

7^ 




on deduira irnmediatement des principos quo nous venous d’et; 
proposition suivante : 

Tii6or^:me V. — Soient n un nombre impair; v, v', V', ... ses f 
premiers; a, b, c, . ,. les exposants de ces facteurs dans le non 
I un des entiers inferieurs d n mais premiers a n\ et ^ une des 
primitives de r equation (i). Si une somme alter nee (D de ces vac 
en mime temps une fonction alternee des racines primitives de c 
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eies fV/w^i/iVi/i.v i i § I, /#\v detit termrs 


senmi, (kmx in summt* tiiienm* aJfWtih dn ui.*hne sigm mi de sigm 
eon!mires summi fjuiHt aura 


/ 

i mt 

/ 

/I 


u 


ti en residie eneure iftH\ dam (e eas mi^ emnme nous {*mmns suppose 
ie groufH* des namfu'es 

ii* k'\ 

renferme / amir, I faH parHe tm mm de re m^me grimpe stimtni ipie L 
premiere em ia sevimde des farmides i i{| ) se n •njh>. 

SttpposKiiH lujiinliMiiutt <juf, « clanl pur lu rorniul(‘(m) 

<•{ /tlfnij'iiunl I’uii i|f«, riUiiTH iiifrritMjrs a n, (Ui norntrir 

>. y, ) . ... 


Irn iTMh'H qu'itH uhtitMit ijuuihI <m 8U(t('(»H.HivonM‘nt I pa 

l•ha^‘Ull i!i*8 itoiiihiVH 

v'\ v"', v»*. 

l/wjuatimi 




(I»ijiic‘r;( non Hi'iiliMiirnt 




uiaiH aiiHHi 
(-tu I 




t’l parriliritit'Ot lu furmtili* 



rntraincru la ^nivunti* : 
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D’ailleurs les diverses racines primitives cle [’equation 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour \ tous les entiers inferiei 
et premiers a v". De meme les diverses racines primitives de 
tion 

seront les diverses valeurs qu’on obtient pour 

en prenant successivement pour X' tous les entiers inferieun 
premiers a v'*; etc. Done, en vertu du theoreme IV de la b 
les diverses racines primitives de [’equation (i) seront reprt 
par les diverses valeurs du produit 

correspondant aux divers systemes de valeurs que peuvent a 
les exposants 

‘ X, V, V, 

quand on prend pour X un entier inferieur a v“, mais prem 
pour X' un entier inferieur a v'*, mais premier a v'*, pour X" ui 
inferieur a v"", mais premier a v"'", etc. Done, puisque les dive 
cines primitives de I’equation (i) peuvent encore etrerepresen 
les diverses valeurs qu’on obtient pour 

p'> 

en prenant successivement pour I tous les entiers inferieurs a 
premiers a n, on peut affirmer non seulement qu’a chaque val 
correspondra, comme iletait facile de le prevoir, un seul syst 
valeurs de • 


X, X', y, 
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mais, reciproquement, qii’a chaque systerae de valeurs de X, X', X",... 
correspondra une valeur de /. 

II est bon d’observer encore que, le nombre n etant impair, la 
somme alternee cD, determinee par I’equation (2), ne pourra, en vertu 
des principes etablis dans la Note precedente, verifier la formule (17), 
ou 

que dans deux cas particuliers, savoir ; 1“ lorsque n sera un nombre 
premier; 2° lorsque, n etant le produit de facteurs premiers inegaux 

y, '4 . 

CD sera une function alternee des racines primitives de chacune des 
equations 

(22) .... 

Ajoutons que, dans fun et I’autre cas, on aura 

Ofc)^“ n, 

si n est de la forme 4^; -h i, et 

(»*=:—n, 

si « est de la forme 4^-t- 3 . 

Jusqu’a present nous avons suppose que dans I’equation (i) I’expo- 
sant n etait un nombre impair. Concevons maintenant qu’il devienne 
un nombre pair, et supposons d’abord qu’il se reduise a une puissance 
de 2. 

Pour qu’on puisse former avec les racines primitives de I’equa- 
tion (i) une somme alternee 

CD m . .— p*—p*'—p*" —..., 

il sera necessaire que la puissance de 2, representee par n, soil une 
puissance superieure a la premiere, par consequent un terme de la pro¬ 
gression geometrique 

4, 8, 16, .... 
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Alors, on pourra supposer, si n est egal a 4 . 


et si n est egal a 8, 
ou bien 

ou bien encore 


CD = p — p-*; 

CD = p + p^ — p® — p’, 
(D —p-f- p®— p’ — 

cD = p-1-p’—p’—p-’, 


etc. Alors aussi la formule (17) ne pourra etre verifiee que dans tro 
cas speciaux, savoir ; 1“ lorsque, n etant egal a l\, on aura 

(D = p —p’, (D^=—4; 


2° lorsque, ji etant egal a 8, on aura 

(D = p ■+• p’—p'’—p’, (D“ = —8; 

3° lorsque, n etant egal a 8, on aura 

(D = p-t-P’—p’—pS (D==:8. 

Or, de ces trois cas le dernier est le seul dans lequcl les sommes . 

h -f- • • • > /v‘ -h /f ^ -4“ . 


deviennent divisibles par n. En effet, on aura dans le premier cas 



/f = 3, 

par consequent ^ ^ 

(mod. n)\ 

dans le second cas 


A H- A' = 1 -1- 3 = 4 > 

A--4-A’'=54“7 = i2 

par consequent 


A 4 -A'=/cH-/r' = 

-/I (mod. n); 

2 

et dans le troisieme cas 



h 4 - I - 4 - 7 =: 8, /f 4 - A-' ziz 3 -H 5 = 8, 


7 7. / 


u 


par consequent 
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Coiii’fVtin-. tuaiiilt'iuiiil «(iif ri, I'laiit uii niMiiliri* pair, nc sc rctluiso 
(this it line piitHsaiicc lie Si rnti iKtinntc v, v . v . ... Ics (’aflcurs(irc- 
niicrs tie fi, ilniit run. v par exeiiiple, se mlnira siin[)l(‘ineiil an 
titsmltre V. till jtoitrra sujumser eiieitre la vaieur tie n tlelerniinet' par 
ret]tiatiitii (I 'J! !. <‘t la vaieur tie p jtar i'et{uati(iit 1 1 a ), 

ft* » - * 

(liesj^uaul lies raeiues primiiives t|ui a[iparlieimeu( respeetivenienl a la 
jirerniere. it la seeiiiule, it la Iruisiiujii*, f(e. (|(>h fttrimiles (I 'l). II y u 
plus : si roil uoiuiite 

» *1^ t ) t I 

<liH rrHjH*tiivi*mi*iil toritirr*H avin* len priitii- 

lives lie la pretuiere. tie la si*eoiiiie, tie la Iroisiemi', etc. ties etpia- 
liims(i j l, el lie tiiatiiere ipie la raeiiie 

, oil t, on ; .,. 

represeiile run ties leriues all'eiies tlu sigue i ; si iruutre pari, tin 
itituinie 

>. r. ... 

les resles iju'ou oltlieul {{iiaiitl on ilivise sueee.sHivemeut par chueun 
ties raeteurs 

V'*, 

uii eulier / turerieur ii a. mais preiuier it n, on se Irtiuveru ile utiuveau 
eoiiiluit auv rorinules (iH) el i tuM : el run euiielura luujours tie la 
liiruiule i •.•«*» tju’a ehiiijue systeiue tie vateurs tie 

K ) . .. 

eorrespiinil uue •ieule vaieur tie/, iraiileui's la fiiriuule (iH) fiiurnira 
eueore le iiioyeu «le ileeiiler si mi eulier /. inferieiir it it, mats premier 
it It, fait parlie ilu troupe 

/i, A’. A% .. 

tpli par hypollii'se reureriiie I'miite. «u tlu gruupe 
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En effet, poui’ y parvenir, il suffira de savoir si, dans la sommt 
termesdu signe se trouvent echanges ou non centre les tern 
cedes du signe —, quand on remplace 

p=^fiK--- par p^=:, 

ou, ce quirevient au meme, quand on substitue simultaneraen 

ri' a -n, ^ K, 


Or, de ces diverses substitutions, la seconde, la troisieme, ... 
tanement elTectuees, changeront ou ne cliangeront pas les tern 
cedes d’un signe en ceux que precede le signe contraire, par e: 
les termes affectes du signe -+■ en ceux qu’affecte le signe —, 
quo I’oxpression 


rj_i. .^r__L 


sera egale a -f-1 ou a — i. Cela pose, en passant du cas oil la 
designe un nombre impair au cas oil cette lettre represi 
nombre pair, on obtiendra, au lieu du theoreme V, la proposit 
vante : 


TiiEORfcME VI. — Soient n un nombre pair. 


ses facteurs premiers. 


Vzz:2, v', v", 


a, b, c, 


les exposants de ces facteurs dans le nombre I an des entie 
rieurs a n el premiers d n, et ^ une des racines primitives de 
lion (i). Si une somme alternee CQ de ces racines esi en meme tc 
f motion alternee des racines primitives de chacune des equatio 
et a, en consequence^ pour facteur une somme alternee A des 
primitives^, ... de Vequation 


(a3) 


X- 
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It'S t/t'ti.r termfs 


sertmi, dans la stmimi' alUr/irtf . 0 , ajftuatis tlu mt'mc si^nc : i" lorsqtw lei 


lertim 


elan( affeetth da mMa- si^aie dans la mmrm nlterme A, on mira 


v''y , . 


<»/, t'f t/at rn it'fit an nn^/ne, 


• 4 " lorstfae les (ernm 


eiant aj/ertth’ de stgnes nmtmtres dam la somme alttmee A, on aura 


on. er yat revit'tU an rnl^mr. 


••II jiartii’iilii’r !•• ••at* •»ti. rt••^ullt pair, laH(inu»<t(i.U’<‘riH(t 
la roiiiiitidii ( I - ). Hjiviiir : 


lU* I-». 


Daiit* n- ra**. cii vi’i'hi ili'ti }iriin'ijii‘!i ctaliiiH daiiH In Ntitc [lr«•<‘(‘■(l<•tlt(;, 
iu HfTu In•••l•-*sair••llM•lll luii* iiMirtiiiii alti*rii<*^‘ •I(•H rai'iiu's jiriinitivcs dc 
fluM'itui' dft* ••<]iiaii<)iiH (I }), ••{, d«* [diiH, (in aura, d’uiu* pari. 


It 1 , •■• ), 


•I’aiHn- pari. 
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Or, supposons d’abord 

2 "— 4. 

Alors on trouvera 

n = 4vv'v''^.. ., A = p — p^zznp^—p“^, 
et le theoreme VI entrainera le suivant : 

TiieorMe VII. — Soient n un nomhre pair divisible par 4, 

v', v'', 

les facleurs premiers y? supposes impairs et inegaux, I un des 

infirieurs a /z, mais premiers d et ^ I'une des racines primi 
V equation 

^'^ 1 = I. 

Si line somme alternee cD de ces racines vdrifie la condition 


6^~=:± n, 

non seulement cJD sera une fonction alternee des racines primi 
chacune des equations 

(26) X^'’=l, 

mais de plus les deux termes 

p. p‘ 

seronl, dans la somme alternee (B, affectes da mime signe qu 
aura simultanement 


j/^, ■ 

(mod. 4), r^l 

j ou bien 

L4 'a 


(mod. 4), 


(27) 
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el affi'clt's tit- nmlntirrs, tfitaiid an <tnra 



t 1 ! Ilittil. |l, 

/ ■ 

1 

1 

(a8) 

1 

r 

tHi 

1 

,,’1 „ 

/ i 1 liiml. 1 

\.K^ 

1 

Sui»{Histins. 

rii limu 

1 

7 /I 

*1 

Alors mi suira 

■r* ■ H. 

n ■ Nv 



(‘t, si I'un v«‘ut qiir i:i ioitctititi nltiTJU’** iv> veriJh^ la cuiulilion 
(in «i<‘vra siijipostT 

A fi i s.‘ f/* f,*, lurs>fti(« « stTii lit; la fonn« 4'*’+ I. 

ct 

A p * p‘ •<* f<”, liii'a>{iit- ft Ht'ftt til! Ill ritmit; 4.f -f- 3. 

All I’lHitrairi*. si ruti v»*nf qm* ia sniiimi* nlli*riM'u' iti vi'rifit' la eoiulitioi 

*0’ ft, 

till ilt'vrn sujqiiisiT 

A f< * f<* f«* ItirsijiH' ft sttra tli; la r»ritii; lia' 4* i, 

A t f/‘ t.* —ti'. lursqtii; « si'fa til* la forint!/»./• 4- 1 . 

(iola jiiisi*. Ii* tiiiniriMHi* VI i*nlraiiH*rii rviiloiiimt'iit li's jirtqHisilion: 
suivaiilfs : 

TjiwiHf.Ki. \ 111, Sttienl n nn namhre pair tlmdhk par B; 

v', v% ... 

In fart ears prrtnnr$ dr suppasn impairs ef inegaar; I an drs entier 
infiirirurs a n, mats ttrrnvrrs d n ; rl p unr racine primitive de I'equatm 
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Enfin, supposons qaune somme alter nee (0 de ces racines verifii 
dition 


Non sealement ceite somme sera une fonotion alternee des racing 
twes de chacune des equations 


^8—r, 


mais de plus les termes 


p> p' 


seront, dans la somme (Q, ajfectes du mime signe : i° si, - eU 

8 


forme. l\x -4- i, on a 


Z ~ r oil 


] oil bien 


a- 


/=3 oil 5, 


[p] 


si, ^ etant de la forme l\x -i- 3, on a 


Z = I oil 3, 


oa bien 




oil 7 , 


[fl 


Theor^:me IX. — Soient n unnomhre pair divisible par 


V', 


les facteurs premiers de supposes impairs et inegaux, I un « 


infeneurs n, mais premiers a n^ et ^ une racine primitive de I 
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dilion 




Non seulement cette somme sera une fonction alternee des racines pri¬ 
mitives de chacune des equations 

(32) sc^—iy — 


mais de plus les termes 

seront, dans la somme alternee (D, affectes du mSme signe : si, ~ etant 
de la forme l\x -\-iy on a 



2^ si, ^ etant de la forme -h 3 , on a 

o 



Revenons maintenant a laformule (7), ou les nombres 

h, h', fi'\ ... ou k, k', k", 

representent les cxposants des termes afiectes du signe -+- ou du 
signe — dans la somme alternee (0. II suit des tbeoremes I et III que 
cette formule se verifie : 1° quand n est un nombre premier impair, 
superieur a 3 ; 2° quand n est une puissance quelconque d’un nombrf 
premier de la forme l\x ■+■ i.. J’ajoute qu’elle se verifiera encore, si n esi 
un nombre compose qui renferme plusieurs facteurs premiers, Tun d( 
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ces facteurs pouvant etre le nombre 2 eleve a une puissanc( 
degre surpasse I’unite, et si, d’ailleurs, la valeur de n etant do 
la formule (12), la somme alternee ® est une fonction alternei 
cines primitives de chacune des equations (i4)- En elfet, si 
d’abord n. impair. Alors, en vertu du cinquieme theoreme j 
formule (21), les valeurs de I qui appartiendront au groupe 

h. A', A", ... 


seront celles qui verifieront la condition 



par consequent, celles qui verifieront ou les conditions 



ou les conditions 



Or, le nombre des valeurs de I qui verifieront la condition (3 
qui revient au meme, le nombre des systemes de valours 
X", ... qui verifieront la condition ( 36 ), sera 


4n ■= Lya-ly’b-lyi'c—l _ _ — l) (v" — l) . . . , 


aussi bien que le nombre des valeurs de / qui verifieront la 


-I 

_v“ 



I. 


ou 
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Pareillement, on reconnaitra que le produit 

. .(v' — l) (v"—I). . . 

expriine le nombre des systemes de valeurs de 

V, r, .... 

qui sontpropres a verifier, soil la seconde des formules (37), soit la 
seconde des formules ( 38 ). Done ce dernier produit, que nous repre- 

sentons par ^ ati, en posant, pour abreger, 

(89) i){v"—I)..., 

exprimera le nombre des valeurs de I, qui, etant comprises dans le 
groupe 

h, h’, h", 

seront equivalentes, suivant le module v“, a une meme valeur de 'k, par 
laquelle la premiere des formules (37) ou ( 38 ) se trouve verifiee. 
Done la somme des valeurs-de I, comprises dans le groupe 

A, h\ h'\ 

e’est-a-dire, en d’autres termes, la somme 

h -i- h' ■+* -f-... 

sera equivalente, suivant le module v“, au produit du nombre 

- Dt, 

2 

par la somme des valeurs de k, qui verifieront Tune des formules 



Or, comme chaque valeur de k satisfera necessairement a l’un( 
des equations ( 4 o), il est clair que la derniere somme comprendr; 
toutes les valeurs de et sera, par suite, en vertu du theoreme IV 
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divisible par v“. Done aussi la premiere somme 

h -I- h’ A- h" . 

sera divisible par v"; et, comme ellc devra etre, pour les memes rai¬ 
sons, divisible par par v"'", il est clair quo, dans I’hypothise 
admisc, elle sera divisible par Ic produit 

On pourra encore en dire autant de la somme 

puisque, en vertu du tbeoreme IV, la somme totale 
h -+■ h' -+- A" +... -H k ■+- k' -t- A" H-... 

devra encore etre divisible par n. Done si, n etant impair, la somme 
alternee (D est en merae temps une fonction altcrnee des racines primi¬ 
tives de chacune des equations (i4). Ics deux sommes 

verilieront la formule (7). 

Supposons maintenant quo, daiis I’equation (12), I’un des fac- 
teurs 

V, v', v", ... 

se reduise au nombre 2, mais se trouve eleve a une puissance dont le 
degre surpassc Tunite. On prouvera encore, non plus a I’aide d’une 
seute formule (21), mais a Taide des formules(i8) et (28), que la 
moitie dii produit ati, determine par Tequation ( 38 ), exprimele nombre 
des valeurs de I qui, etant comprises dans le groupe 

A, A', A", ..„ 

sont equivalentes, suivant le module v", a une meme valeur de X. 
D’ailleurs, parmi les termes affcctes du signe •+■ dans la somme ® que 
determine la formule (18), on on trouvera qui auront pour facteur un 
terme donne quelconque, affecte du signe -H ou du signe — dans la 
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somme A. Done la somme 

/i-h A'+/t''+... 

sera encore, dans riiypotheseadmise, equivalente, suivant le module v“, 

au produit de ^ OTi, par la somme totale des valours de X. Done, eette . 

dernierc somme devant etre, en vertu du theoreme IV, divisible 
par v", on pourra en dire autant de la premiere, qui devra fetre divi¬ 
sible par chaciin des nombres 

v", v'*, v"«, . . . , 

ct se reduire, en consequenee, a un multiple de n. La somme totale 

A A' -I- A" -t-...-I_ A: -1- A' 4- /c" -t-... 

devant etre clle-meme, eir vertu du theoreme IV, un multiple de n, 
il suit de ce qu’on vient de dire que les deux sommes 

A-hA'-f-A"-t-..., A-t-A'.-t-A"+... 

devront encore verifier la formule (7)- 

En resume, on pourra enoncer la proposition suivante : 

TiiboRtME X. — n etanl un nomhre composi qui renferme divers fac- 
ieurs premiers v, v', v", ... et ne puisse devenir pair, sans Sire divisible 
par 4, si I’on suppose que, la valeur de n etant fournie par I equa¬ 
tion (12), la somme allernee ffi, determinee par la formule (2), soit en 
mSme temps une fonclion alternee des racines primitives de chacune des 
equations (4), on aura 

A-+-A' 4 -A"- 4 ...= A 4 -A '-4 A"so (mod. n). 

II est bon d’observer que, dans le theoreme precedent, les exposants 
de tons les factcurs impairs pourraient se reduire a I’unite. 

En vertu des principes etablis dans la Note precMente, pour que la 
somme alternee efi verifie la condition 


(Qi — ±n, 
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n etant un nombre premier ou compose, pair ou impair, determine 
par la formule (12), il estnecessaire que les facteurs premiers impairs 
de n soient inegaux, le facteur pair, s’il existe, etant 4 ou 8, et qu’en 
outre (0 soit unc fonction alternee des racines primitives de chacune 
des equations (i 4 )- (^ela pose, les theoremcs I et II cntrainentevidem- 
ment la proposition suivante : 

XiiEORfeME XI. — Lorsque la somme alternee (0, determinee par la 
formule (^2.), verijie I’Equation {xq), savoir 

les deux groupes d’exposants 

h, h', h", 

k, k', k", ... 

verifient la condition (7), savoir 

Il H— Ii^ H“ H—... k 1\ “ 1 — IP “i—... == o ( mod. /i), 

a moins iouiefois que le module n ne se reduise a I’un des trois nombres 

3, 4, 8. 

On peut d’ailleurs observer que la condition dont il s’agit est v6ri- 
fiee, pour le cas mbme oil Ton suppose n = 8 , lorsque (0, etant r6duit 
a la somme alternee 

p _}_ P'1 — p3 — p5^ 

verifie I’equation 

8 = n, 

mais cesse de I’etre lorsque ®, etant reduit a 

P + P'—P?—pb 

/Z. 


verifie I’equation 


8 =- 
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NOTE IX. 


TllfiORfiSIES DIVERS RELA.TIFS AUX SOMMES ALTERNfiES DES RACINES PRIMITIVES 

DES Equations binomes. 

Soient: 

n uii nombre entier superieur a 2; 

h, k, I, ... les catiers inferieurs a n, mais premiers a n; 

N le nombre des entiers A, k, I, ...; 
p line racine primitive de I’equation 

(1) .r"=i; 

enfm, supposons les entiers 

k, k, l, ... 

partages cn deux groupes 

. h. A', h", ... el k, k', k\ ..... 


de telle maniere que I’expression 

(2) (D p*'4- p*"-l-... — p*— p*'— p*" —. .. 

represente une somme alternee des racines primitives de I’equation 
(i), et que I’unite fasse partie du premier groupe 

A„ A', A", .... 


Alors, la quantite m etant equivalente, suivant le module n, a Tun 
des entiers 


les produits 


A) k, If . • •. 
rnh, mh', mh“, 


seront equivalents, a I’ordre pres, soitaux termes du premier groupe 

k, k', k\ ..., 

soit aux termes du second groupe 

A, A'. A", ..., 
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selon que m fera partie du premier ou clu second groupe; et, au con- 
traire, les produits 

;n/r, mk' ^ mk'\ 

seront equivalents, dans le premier cas, aux nombres 

k, k', k", 

dans le second cas, aux nombres 

h, h', h\ .... 

Done,/etant I’un quelconquc dcs eatiers inferieurs a n, mais pre¬ 
miers a n, Ic nombre I et le procluit ml, ou plutdt le reste de la division 
de ml par n, appartiondront ou non au memo groupe, selon que la 
quantite m deviendra equivalente a un terme du premier ou du second 
groupe. Ainsi, par cxemple, 

I et — I, ou plulOl. n — I, 

appartiendront ou non au meme groupe, suivant que la quantite 

— I, ou plutdt n — I, 

fera partie du premier ou du second groupe. Pareillement, si le 
nombre n est impair, 

/ et i/ 

appartiendront ou non au meme groupe, et par suite les produits 

ih, ih', ih", ... 

seront equivalents, a I’ordre pres, aux nombres 

h, It', h", ... 

,ou aux nombres 

k, k', k", ..., 

suivant quc'le nombre t fera partie du premier groupe ou du second. 

Des principes que nous venous de rappcler il resulte encore que, si 
Ton remplace 


P par p"*, 
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les deux groupes des racines primitives 

P*, p*', p'^', ... et p^', p*^', p*-'", 


resteront composes chacun des menies raeines, oil se transformeront 
I’lin dans I’autre, suivant que m sera equivalent, suivant le module n, 
a I’un des nombres 

h, h', h\ ... 

oil a Tun des nombres 

A-, k', //, .... 


Done, si Ton nomme 


I = f(p'S p"',p'‘% ...) 


une fonction symetrique des racines 


et 


f\/l r^h' nh" 

P > P > P J • • • » 

J = f(p's p*",. .-.) 


ce que devient la fonction I, quand on y remplace 


par 

la somme 



I + .) 


ne cliangera jamais ni de valeur ni de signe, et la difference 

I--J 

pourra seulement changer de signe, en conservant toujours, au signe 
pr^s, la meme valeur, lorsqu’on remplacera la racine primitive p par 
une autre racine primitive p". Done alors la somme I-f-J sera une 
fonction symetrique, et la difference I — J une fonction alternee des 
racines primitives de I’equation (i). 

Si Ic nombre n est tel que Ton ait 

(3) (S>^ — ±n, 

alors, en vertu des principes etablis dans la Note precMente, ce 



« 
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nombre sera de Tune des formes 

vv'v", , 4v'v", ..., 8v'v", ..., 

v,,v', v", ... designant des factcurs impairs et premiers, inegaux entre 
eux; et, si d’ailleurs n ne se reduitpas ii I’un des trois nombres 

3, 4) 8, 

on aura 

( 4 ) A + A' -I- . .= A"-h A'-(-it"-!-.. .= o (mod. «). 

Ajoiitons que I’equation ( 3 ) pourra se reduire a 

(5) CD^—n, 

dans le cas seulement oii, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de Tunc des formes 

[\{[\X-v-2>), 8 ( 233 - 4 -;), 

et qu’alors chacun des nombres 

A, A', A", ... 


verifiera : 1“ si « est de la forme condition 


( 6 ) 


[^] 


2° si r est entier et de la forme [\x h- 8 , les conditions 
4 


( 7 ) 

oil 

( 8 ) 




h~\ 


(mod. 4), 


A= — I (mod. 4); 


3 “ si ^ est entier et de la forme L\x + 3 , les conditions 


. ( 9 ) 


~ A I 


h = I oil 


(mod. 8), 
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Au coatraire, I’equatioa ( 3 ) poiirra sc recluire a 

(i3) . (0= = —/i, 

dans Ic cas seuletncnt oil, les facteurs impairs de n etant inegaux, 
n sera de Tune des formes 

/Jaj + 3, /t(4*» + '), 8(2 j;-i-i); 


ct alors chacun des nombres 

k, h', A", 

verifiera : i** si n cst de la forme 4^ + 3 > la condition (b); 2° si 
cst entier et de la forme + les conditions (7) ou (8); 3 “ si 
est entier et de la forme kx + 3 , les eojiditions (9) ou (10); 4 ° si 

O 

^ est entier et de la forme 4^^ + i, les conditions (i 1) ou (12). 

8 

Si Ton designe par 

V, v', v", . . . 


les facteurs premiers de n, et par 

a, b, c, ... 

les exposants des puissances auxquelles ces memes facteurs sont 
eleves, I’equation 

(,4) «=v“v'"v"^ 


OEuur’cs de C. 


S. I, t. lU. 


38 
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entrainera generalemeiit la suivante : 

(j 5) I) (v"— l). ... 

Si Ton suppose on particulier n impair, et compose defacteurs impairs 
inegaux 


V, v', . . . , 


alors requatioa 


entrainera les suivantes : 


N=(v—i)(v'—i)(v"—f)--'. 




2 2 2 


D’ailleurs, v etant un nombre premier impair, I’expression 




se reduira simplement a + i ou a — i, suivant quo v sera de la forme 
4 -1 ou lyx — i. Done, en vertu do la formulc (iB), I’expression 


sera egale a + i ou a — i, kiivant quo los facteurs premiers de n, d® 
la forme 4a; — i, seront en nombre pair ou en nombre impair; 
comme le nombre n sera, dans le premier cas, de la forme 4 ® 4-1, 
dans le second cas, de la forme 4® — i, d ost clair que I’equation (i8) 
pourra etre reduite a 

(20) f=^]=z(-,)— 


De plus, V etant un nombre premier impair, rexprcssiori 
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se reduira simplement a -t- i ou a — i, suivant que v“ sera de la forme 
iGa? +1 ou i6a:-t-9. Done, en vertu de la formule (ig)* I’expres- 
sion 

[^] 

sera egale a + i ou a — r, suivant que, parmi les carres 

'v% v'% '/*. 

ceux qui se presenteront sous la forme 

i6^ H- 9 

seront en nombre pair ou en nombre impair. D’ailleurs, le produit 
de deux factcurs de la forme iGaj+g etant lui-meme de la forme 
iGa; +1, il est clair que le carre 

sera dans le premier cas de la forme iGa; -+- 1, dans le second cas de la 
forme iGa; + 9. Done, par suite n sera, dans le premier cas, de la 
forme b.i7±: I, ou, ce qui revient au memo, de I’une des formes 

8:r-)-r OLi Sx -f- y; 

dans le second cas, de la forme 8a? ±: 3 , ou, ce qui revient au meme, 
de Tune des formes 

8a;+3 ou 8a?4-5; 

et I’equation (ig) pourra etre reduite a 

(., [i] 

Supposons raaintenant que, les facteurs impairs de n 6tant inegaux 
et representes par 

v'v", ..., 

n renferme, en outre, un facteur pair represente par 4 oupar 8 ; alors, 
eu egard a la formule (20), il est clair que I’^quation 


( 22 ) 
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entrainera la suivante : 



ou qiie I’equation 

(a4) = 


entrainera la suivante : 
( 20 ) 


- £ ' 

I 






Des formules (20), (^^ 3 ), ( 25 ) joiiites aiix conditions (6), (7), (8), 
(9), (10), (ri), (12), on deduit itnaiediatcnient les propositions que 
nous allons enoncer. 


TiiiiORfeME I. — Soit p rune des racines primUwes de requation (1), ei 
supposons les exposants des puissances disperses de p partagds en deux 
groupes 

A, A', h\ A, k', k\ 

chaqiie exposant Slant cense apparlenir au premier ou au second groupe^ 
Sidmnt que la puissance correspondanle se trowe affeciee du sigm 4- on 
du signe — dans ane somme alternee cJ^ de ces racines primitives. Les 
deux exposants 

I et —I ou n — i 


appartiendront au m^me groupe^ si la somme cd verifie la condition 

(. 0 -— n, 


et a des groupes differentSy si la. somme cD verifie la condition 

CD-zr: — n. 


Par.suite, /etant premier a n, les exposants 

^ et — I ou n — / 


appartiendront au meme groupe, si Ton a cD = n, ce qui suppose que 
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n soit (le Tune des formes 

4 x-hl, /i( 4 ‘ 37 -1- 3 ), 8(20.'- 4 - 1 ), 

et a des groupes differents, si I’on a cD' = — n, ce qui suppose que n 
soit de Tune des formes 

/io*-h 3 , 8(204-1). 

On pent aussi, de Tequation (2 *), jointe a ce qui a ele dit plus haut, 
deduire le tlieoreuio dont voici Tenonce : 

Tiikori^.me II. — Le nombre n elant impair^ soil p Vune des racines 
prirnitwes de Vequation (i), et siipposons les exposants des puissances 
dwerses de p partages en deux groupes, cJiaque exposant etant cense ap- 
partenir au premier ou au second grotipe, suwant que la puissance cor- 
respondante se troupe affectee da signe 4 - ou da signe dans une somme 
alternee cD de ces racines, qui offre pour carre ±: n. Les deux exposants 

I et 2 

ou plus generalement 

I el 2 / 

appartiendront au mime groupe, ou a des groupes differents, suwant que 
le module n sera de Vune des formes 

80 4 - I, 80 4 - 7 

OU de V Line des formes 

8 X 4 ~ 3 , 80 4 ~ 0 ♦ 

Le dcLiKicune theorenic entraine immediatement la proposition sui- 
vante : 

TiiEOUEfttr. Ilf. — n etant ua nombre impair, et p une des racines prV 
niitwes de Vequation (i), soient 

h, h\ li\ ... et k, k\ k\ ... 

les deux groupes d'exposants de p dans une somme alternee (Jt) de ces 
racines, qid offre pour carre ±z 71, Si n est de la forme 

80-41 ou 804-7, 
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le groupe des exposants 

h, A', A^ ... 

pourra St re rempldce^ dans la somme alter nee cD, par le groupe des expo^ 
sants 

0.11, 2 A', 2 A", ..., 

qui seront, d Vordre pres^ equimlents aux premiers suivant le module 
et le groupe des exposants 

A, A', k\ ... 

par le groupe des exposants 

2 A, ‘ik’, 2 k", ....• 

Sif au contraire, n est de rune des formes 

8 X 3 5 8 t), 

le groupe des exposants 

A, A', A", ... 

pourra Sire remplace par le groupe des exposants 

2 A, 2 A', 2k\ ..., 

et le groupe des exposants 

A, A^ k", ... 

par le groupe des exposants 

2 A, ‘ 2h', 2 h", .... 

Supposons maintenant que, I’equation 

etant verifiee, n. represente, non plus un nombre impair, mais un 
nombre pair. Alors n sera de I’unc des formes 

4v''/..., 8v'v"..., 

v', v", ... etant des facteurs impairs inegaux. Or, si Ton suppose 
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d’abord 


/t = 4v' 


un nombre / inferieiir a n, mais premier a n, fera partie du premier 
sroupe 

^ h h” 

rtj n y It y . • ‘ j 


si ce nombre /, pris pour h, verifie les conditions (7) ou (8), et n’en 
fera pas partie dans le cas contraire. Par suite, deux nombres impairs 


inferieurs a /i, mais premiers a n, appartiendront I’un au premier 
groupe, I’autre au second groupe, si ces nombres verifient la condition 



sans verifier la suivante : 

(mod. 4): 

en sorte que Ton ait, non pas 

I' — 1 = 0 (mod. 4 )> 

mais, au contraire, 

(27) V— 1 = 1 (mod. 4)- 

Or, les conditions (aG), (27) seront evidemment verifiees si, /etantin- 
ferieur a on pose 

(28) 

piiisque alors on aura 

/'-/=- = 2v'v". ..= 2 (mod. 4 ). 

2 


Supposons maintenant 

v', V", ... etant toujours des facteurs impairs inegaux, et la valeur de 


P 
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etant ±: n. En vertu dcs conditions (9) ou (10), (i i) on (12), deux 
nombres impairs 

L i 

inferieurs a n, mais premiers a n, appartiendront necessairement, I’un 
au premier groupe, Tautrc au second groupe, si ces nombres verifient 
les deux conditions 



(30) (mod. 8). 

Or, c’est precisement ce qui arrivcra, si, I etant inferieur a on sup¬ 
pose la valeur de/'determinee par I’equation (28), puisque alors on 
aura 

(mod. 8). 

Observons main tenant quo la formulc (28) entrainc immediatement 
la suivante : 

(31) 2 /'= 2 Z (mod. n). 

Done, lorsque, n etant pair, le carre de (0 sera ± n, on pourra, aux 
termes du premier groupe 

h, k', h\ ..., 

faire correspondre les termes du second groupe 

A-, k', k\ ..., 

de manibre que Ton ait, par exemplc, 

ih = ik, 2h'~‘ik', 2/t"s2/s", ... (modi/i). 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

TuEORto. IV. — n etant un nombrepair, el p une des racines primi¬ 
tives de I’equation (i), soient 

h, h', h", ... et k, k', k", ... 
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les deux groupes d’exposants de p, dans une somrne alternee (D de ces 
racines, qui offrent pour carre ± n. Les nomhres 

■ih,. 2 A', 2 A", _ 

seront equivalents, a I’ordre pres, suivant le module n, aux nombres 

2 A, 2 A', 2 A", .... 

Le nombve total dcs entiers 

A, A, I, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n, etant represente par N, et la somrne 
alternee (O renrermanttoujours autant tie termes positifs qiiede termes 
negatifs, il est clair que dans chacun ties groupes 

A, A', A", ... el A, A', A", ... 

N 

le nombre ties termes doit etre egal a - • Celapose, I’unite etantcensee 
faire partie tin premier groupe 

A, A', A", ..., 

nommons i le nombre des termes qui, dans ce groupe, sont inferieurs 
a et j le nombre de eeux qui surpassent— On aura 

. . N 

( 32 ) — 

D’autre part, I etant un entier inferieur a mais premier a I, 

n — / 

sera un autre entier superieur a mais inferieur a n, et premier a n. 
Done, les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, se correspondront 
deux a deux, au-tlessus et au-dessous de le nombre ties uns et des 
autres etant encore Done, eeux qui feront partie du second groupe 
seront, au-dessous dc^j cn nombre egal a 


QEiivres de — S. I, t. III. 
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et au-dessus cle -> cn nombrc egal a 

N _ . 

2 

II y a plus : deux terracs corresponclants, c’est-a-dire de la forme 

/j ft / j 

seront, en vertu du theoremc I, deux termcs qui fcront partie d’lin 
meme groupe, si la somme alternee (D verific la condition 

Done, alors, a I’^uation ( 32 ) on pourra joindre cclle-ci 

(33) i=J, 
et Ton aura, par suite, 

N 

(34) ^ = 

-On pent done enoncer la proposition suivantc : 

THiiORfcME V. — Le nombre nelanltelque la sojnme alternde (D, de- 
terminee par Vequation (2), verijie la condition 

n, 

chacun des groupes d’exposants 

h, h'. A", ... et k, k‘, k\ ... 

offrira autant de lerrnes inferieurs d ^ que de termes superieurs a le 
nombre des termes de chaque groupe, inferieurs a etanl 

En terminant cette Note, nous joindrons ici quelques observations 
qui ne sont pas sans interet. 

Si, dans le cas oil n represente unc puissance d’un nombre premier 
impair, et I un entier premier an, on designe par 
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commc nous I'avoiis fait dans la Note precedente, le reste h- i ou — i, 
qu’on obtient en divisant par n Ic noinbre cntier 

N 

alors on dovra, dans Ics formiiles (20) et (21), supposer, ainsi que 
nous I’avons admis, le nombre n non seulement impair, mais compose 
de facteurs inegaux. Car, si I’on supposait, par exemple, 

• ■ /i = c) = 3s- 

on trouvcrait' 

N 

N = 2 . 3 , - = 3 , ■ 

2 

ct les expressions 

I, (mod. 9 ) 

cesseraient d’etre egales aux quantites 

(-0^= (-!)»= I, (-,)“z= (-.)>«=.. 

Toutefois les formules (20), (21) conlinueraient d’etre verifiees, si, 
dans Ic cas oil n represente line puissance v“ d’lin nombre v premier et 
impair, on designait, avec iVl. Jacobi, par la notation 



non plus Ic reste +1 ou — i, qu’on obtient en divisant par n le 
nombre 

N • 

mais I’expression 



Alors aussi I’on pourrait etendre a des nombres impairs quelconques 
la loi de reciprocite qui cxiste entre deux nombres premiers impairs; 
en sorte qu’on aurait generalement, pour des valeurs impaires des 
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nombres entiers m et n, 

<-) [; 


NOTE X. 

■ SUR LES FONCTIONS RfiCIPROQUIJS ET SUR LES MOYENS QU’eREKS FOURNISSENT 
d’EvaEUER LES SOMJIES ALTERNEES DES RACINES PRIMITIVES .D’UNE EQUATION BINOJIE. 

f(a;) etant une fonction doiinee cle la variable x, on a generale- 
ment, pour une valeur de x, renfermee entre les limites x^, X{voir le 
IX® Cahier du Journal de I’Ecole Polylechnique, et Ic Tome II des Exer- 
cices de Mathemadques, ir8), 

f(a;) = ^ gr(a;-K)/-i f( du dr, 

ou, ce qui revient au meme, 

00 X 

(i) f(ic) = — f f cosr{x — u) {{u) dudr; 

do j.r. 

et pour une valeur de x, situee hors des limites X, 

0=-^ f r a) du dr, 

ou, ce qui revient an mernc, 

(a) o~ - I j cos/'(a?— a) l'{u) du dr. 

Ainsi, en particulier, si Ton suppose 



Xo=0, 


X = oo, 
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la formule (i) donnera, pour des valours positives de x, 
( 3 ) f(a;)=:d / I cosr{x — u)({u)dudr; 


inais on conclura de la formule (2), en y rempla^ant x par — x. 


(4) 

o=— f I co%r(x — u)Uu)dudr. 

-K 

Com me on 

aura, d’ailleurs, 


cos/'(it? + = cos/‘^ cosrz/ — sinrx sin rz^, 

cos/'(^ — u)~ cosrzr oosru -h sin rx sinrw. 

on tirera des equations ( 3 ) et ( 4 ) 

(5) 

00 yO « 

r(.r)z=— / / COS/'^ cos/*ZZ r(z/) t/r, 

Jo Jq 

(6) 

({x) = — f 1 sin rxsin ru C(u) dti dr. 

'^Jo Z„ 


De ces dernieres formules, donnecs pour la premiere fois par M. Fou¬ 
rier, il resuUe que, si I’on suppose 


(7) = 
on aura reciproquemont 

(8) f(a;) = 

et quo, si I’ou suppose 

(9) +(^) = 

on aura reciproqucmciit 

(10) f(.r) = 


i)T cosrx f(r) dr, 

l)T cos/‘^ cp(r) dr, 
1 

-"j f s\i\ra){{j!)) dr, 
Jq 

1 

/ \ 2 so 

(~| / sinr^4'('’) 


Oil voit done ici sc manifester une loi de reciprocite : entre les 

foiictioiis f et 0; 2*^ entre les fonctions f et de telle sorte, que 
chacune des equations (7), (9) snbsiste, pour des valeurs positives 
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cie X, qaand on echangc entre elles Ics tbnctions f et 9, ou f et 
C’est pour cette raison quc, dans le Bulletin de la Societe philomatique 
d’aout 1817, j’ai designe les fonctions 

sous le nom de fonctions reciproques de. premiere espece, et les fonc¬ 
tions 

[{x), 

SOUS le nom de fonctions reciproques de seconde espiee. Ces deux espfeces 
de fonctions pcuvent etre, ainsi quc les forinules citees de M. Fourier, 
employees avec avanlage dans la solution d’un grand nombre de pro- 
blemes, et joiiissent de proprietes importanles, dont je rappellerai 
quelques-unes en peu de mots. 

D’abord, puisqu’on a genfo’alcment, pour des valeurs positives 
de CO, 



e-"'" car X dr = 


( 1 ) 

-h X’‘- ’ 


oc 

/ 'ixnrx dr = -; 

Jo 


il en resulte que la fonctidn 


f(x) = 


a pour reciproque de premiere espece 


et pour reciproque de seconde espece 


On a done, par suite, 


CO 7T * J' 

(rO / -“5- rx dr z=z ^ » 

Jq 2 co-H-r® 2 


On se trouve ainsi ramene a deux formulos donnees par M. Laplace. 




Lorscjiie, dans la dorni6r6 do cgs formules, on pose to = o, on retrouve 
la formule connue 

((2) / - dr—-, 

qui subsistc seulement pour des valours positives de la variable ce. 

II resulte encore cle la formule connue 

^00 

(i3) / e ^cosrxdr=-e~'^, 

Jo 2 

que la fonction 

__£! 


sc confond avec sa reciproque de premiere espfece. 

Soient maintenant s line variable, dont le module reste inferieur a 
I’unite, et a une quantile positive. Si la serie 

f(o), 3 f(«), ... 


est convergente, on tirera des formules (8) et (lo) 


-■=a)xv 


; cosar 


2z cos ar ' 


— cp(/')tir 


(1 4 ) r(o) + .s f(a) H- ['(2a) 
et 

A 

(15) 3f(a)-Hs=f(2«)+...=: f-Y r - g -—- ^^{r)dr. 

X'KJ J I ~ 2S cosar + 2* ' 


Si, d’ailleurs, on fait convergers vers la limite i, le rapport 

I — s cos ar 
I ~ 2 3 cost*/' + 3- 


s’approchcra indefiniment de la limite ^ a moins que Ton attribue a r 
des valeurs pen differentes do celles qui verifient I’equation 

cosar^i. 


Or, les racines positives de cette equation seront de la forme 
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n etaiit un nombro cntier, et h line constante positive liee a la con- 
stante a par la formulc 

(i6), ab = m\ 


Cela pose, on reconnaitra sans peine [voir le a® Volume des Exer- 
cices de Mathematiques, p. i/jS etsuivantes (')] qiie, si z s’approche in¬ 
deliniment do la limite i, I’integralc renfermee dans Ic second membre 
de la formulc (i4) aura pour limite, non pas rcxpression 


comme on pourrait Ic croire au premier abord, mais cettc expression 
augmentee decertaines integralcs singulieres dont la somrae sera 


— cp(o) -I* cp H— (p(2 ) H-. . . ^. 

En consequence, on trouvera 


(17) ^f(o)-)-f(«)-+-f(2fOH-...= 

oil, ce qui revient au memo, 

(18) a'* f(o) + f(a) H-f(2a) H-.. 


A 

(^) [^^(0) + 'P(^) •]. 

. == j^^(p(o)-I-q)(&) H-. 


Ainsi, lorsqiie la serie 

f(o), f(a), f(2«), ... 

est convergente, I’equation (18) siibsiste entre les fonctions r6ci- 
proques de premiere espece designees par les lettres f et f, pourvu 
que les nombres a, b verifient la condition (16). 

II importe d’observer quo la serie 

9 (*)i 9(2^), 

peut quelquefois se rediiire a iin nombre fini de termes, et qu’alors 


(^) OEmres de Cauchy, S. II, t. VI. 



noth \. 


(171 tnuriiit imuM'tlijtli-iidMil la '.tintiiif di* la si'ric 

I M* I, 11 ei S, I'i \ a ^ ^ 

(I’i'si ri' (ji»‘ units, ailmis tuiuilnT par tui l•\l•mpll^ 

OuiiHm' nil a a«‘m*rati'iiM*iil 


^114 


^411 r I ^ .r) »■■ Hi n r 1 : — .i*) 


on fMi 


11 I’liiu’ltira. c'li I’j^anl :i la inriiiitU* (i y j, 


»■ sill'll# , 

I ■ vnm\r fit 




suivaut qui'.1 '»i'ra iururiuur nu HuiuTiinir a w. Dour, si run poso 


on aura 


D { " I IMI 


r ) ’ II, 


Hiiivaiit ijui’ la valuiir ilr .r «*('ni iiilVrii'Un* mi Hiijii'ritnin' ii la (’iiiistaitto 
jiiiHiiivi' <«; ft alnrs, pmir mliiirf rfqiialimi (17) it la fiiriiiuli* 


f ^ i- fl t# I f- f| Of i 


par ^■lt^•i^•l|tu'ut a la iitniailf 


f HUM HtH SeiUi 

- fl\s - ^ t-', 

i 1 J 


il sttnira ill'fiiotsir la rniistaiilf ilf maiiift’c ii vuriliiT la {’(iiulilion 




< % Z* 


lii fiiriiiui*" (;ii I rliHl riuiiniiu Liir^c|irtiti y a i» c^lltMloutu' 

€\ I, I III. 
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pour ties Yalcurs tic w, renfermees cntrc Ics limites 0,2-71, 

sill 2 0) si 11 3 0) TT 


(22) 


• c.) -4- SI n &) ■ 


- 4 - 


Si, dans la formule (18), on pose 


elle clonnera' 


f(a7) —e 2 ^ 


1 / \ V T 

( 23 ) 




les nombrcs a, h etant toujours assujcttis a la condition 

ab ~ 277. 


Si, dans I’equation ( 23 ), on remplacc a- par 2a^, ct h- par 2&“, on en 
conclura 

(24) a* + e-“’+e-‘“’++ 

les nombrcs a, b etant raaintonant assujettis a verifier la condition 

( 25 ) ab — TJ:. 

J’ai signale les forinules (18) ct (2/1), avee la metbode par laqiiellc je 
viens tie les reproduire, dans Ic Hulletin de la Sociele philomalique 
de 1817 ('), et j’ai tleveloppe cette inethode tlanis les IcQons donn6es 
la meine annee au (College do France. La relation ctablie par la for¬ 
mule (24) entre les termes ties deux series 


//M —t- er 


-He' 


,-o*>. 




(26) I, e““b e”*-*’, 6'“'’®’, 

(27) 1, 6“''*’, ‘e-®''*, 


parut digue d’attention a Fautcur do \i\ Mdcanique celeste, qui me dit 
I’avoir verifiee dans le cas ou I’un tics noinbres a, b devient tres petit. 
Effectivement la formule ( 24 ), que I’on peutecrire coinme il suit. 


(28) 



4- e-“’ H- . 


1 




!E! 



(1) OElitres de Cauchy, S. II, t. II. 
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cloniiera seiisiblcment, si a se reduit a un tres potit nombre a, 
a (^ + e-“N- 

ct, pour verifier cette dcrniere equation, il suffit d’observer que, d’apres 
la definition des integralcs definies, Ic produit 

(z(n-..) 

apourlimito 

r” 1 

(29) j e~^' dxz=. - 71 ^. 

•^0 ^ 

La formule (18), avcc la demonstration que nous en avons donnee, 
peutetrc etendiie, ainsi quo la formiilo. (24), a des valours imaginaires 
de a, renfermecs ontrc ccrtaincs limitcs. Ainsi, en particulier, la for- 
raulc (24) continue de subsister, comme I’a ditM. Poisson, quand on 
y rein place par <2“ \/—i. Elle subsistc nieme generalement, quand 
on prend pour«- une expression imaginaire, pourvu que les parties 
reelles de a et de b soient nulles ou positives ; ct Ton pent retrouver 
aussi une autre formule, deduite par M. Poisson de I’equation (18), 
dans un Memoirc sur le calcul numerique des integrales definies. 
J’ajouterai quo, pour arriver au cas oil la partie reelle de <2 s’evanouit, 
il convient d’oxaniincr d’abord celui oii la meme partie reelle est infi- 
niment petite, mais positive; et qu’en operant de cette maniere, on pent, 
de la formule (24), deduire la somme de certaines puissances d’une 
racinc de requation binome 

(30) «'*=!, 

n etant un nombre entier quclconque; savoir : la somme des puis¬ 
sances qui ont pour exposants les carres des nombres entiers infe- 
rieurs a n. C’est ee que nous aliens expliquer plus en detail. 

Nommons p une racine primitive de I’equation ( 3 o). On pourra sup- 
poser 

(3.) p = W->, 
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la valeur de w etant 


271 

W = -, 

n 


etalors les diverscs racinesdc Tequation (3o) pourront etre represen¬ 
tees parcellesclos puissances do p, qui offriront desvaleurs distinctes; 
par exomple, par los termes de la progression geometrique 


i = p". p‘> p'.. p’. •••> P"“‘- 


Si, dans cettc memo progression, Ton reinplace les cxposants 


par leurs carres 


0, I, 2, 3, 


0, T, 9i * • * (0^) 


on obtiendra une nouvelle suite ; savoir : 

(34) r, p, p\ 

et, si Ton nomme Qla soininc des termes de cette nouvelle suite, on 


(35) = i-t-p 4-p*+p5-t-..p(«-‘)’, 
on, ce qui revient au meinc, 

(36) £1 = 14- e“/^ 4- 4-... 4- 

Cela pose, 12 sera evidemment cc quo dcvient la sominc des/i premiers 
termes dc la serie (26), quand on y rcmplace par — co \/ —i, c’est- 
a-dire, lorsqu’on prend 


Ori dans ce cas, la formule (20), on 


donnera 


a*Z>® = 7t“, 
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(‘t. f'ti vuli'tir ilf» utt V(*rra ((‘ritics (listiiicts do la 

:;ofii’ I'oiluita* aux dotix jiromior^i, o’ost-a-tliro, auxdoiix (oi'iiios 

(lit Ititii'Uio 

f 8 ■ 

I : r t ( *• ’ * 

On diut diMtf ii v«tir l‘o(|uutit)ii fduriiir uno rolalioii 

oiilri* la Miutittc ropri-Hciitof {lar O ol lo Itiunmo dont il s'agit. Or, 
(droi'iivoiiioiit. j»mir tditiMiir ooOo rolaticin, il sullira tio supposor. dans 

I’edjiisdifiii t •• I». 

(.iilt \ t »’ ••tv * '• 


a'^ dosij?tiattl uit itntsthro mluiitnont potit. Dans ootto supptisilttni, 
dinoratit tros pou do « V »« 'Ifvra tros pou dilloror do 

— V * • linin’, Hi I'tni p((HO 

*4 « 

('|iii I V 1. 


s’ovatuniira imi m«*tno totiips quo ; ol, rtimino la oondilion (aa) 
dttniiora 


othrp tjui rrvif^iil mi 


V 11 I" V'— I 

f t \ "I z / 


## ^ -M 


(III oil Oniirltira HOiiHihlolliollt 


(lO 


/#'jr' 


tl X 


Otitu’cvdiiH maidloiiafit tjiio rmi tutifliplio par «* ot par aCl los sommos 
dos sorios ( yr'»i ot (IS-», iMi ayatil ogard aux fcirimilos (.Hq ). i/\o), ot 
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supposant a,S infiniment petits. Comme chacun des produits 


n a [ -4-. . . ], 


251 - H- 

. 2 


se. reduira sensiblement a I’integralc definic 

r e-^'dx — l-K\ 

on trouvera, sans erreur sensible, non seulcnient 


na ( . .. 

\ 2 . 


Oil, ce qui revientau memo, 


— TT^ (i -H H- .. . H- 

2 ^ ^ 


mais encore 


nal —h -he H-. . . ) - tt- 


.\~he 


26 

V 2 




puis, on conclura, eu egard a la scconde des forrtuiles (4i)' 

a 


(42) 


- + <3' 

2 


_l_ 9 «’ _ 




—h e~^ -h -h e~ 

2 


I -h e 




D’ailleurs, en vertu de la formule (24) 011 (28), Ic premier meihbre de 
I’equation (42) sera equivalent an rapport 


.1. 



Done, en supposant que les valeurs de a^, detenuinces par les for- 
mules (37), ( 38 ), e’est-a-dire, en faisant (ivanouir a et S, dans les 



formules (39), ( 4 o), on trouvera 






ou, cc qui revient au meme, 


1 



a 


(43) 




n 7C -- 



Mais alors de [’equation (37) presentee sous la forme 

^ 2Tr -"TS/-! 

a-——e 2 
n 


on tirera (voir VAnalyse algebrique, Chap. VII et IX) (') 


2 n 

n 




n- 

a 


2 j 2 


(1 + V/-1). 


Done la formule ( 43 ) clonnera 

(44) ^(i + V^—i) (1 +e ^ 

En consequence, Ton aura: 1° si n est de la forme l:^x, 

(45) £2=:«^(i + \/—i); 


2° si n est do la forme 4'S? + 11 

(46) 

I 

3 " si n est de la forme l^x -t- 2, 

(4?) £2 = o; 

4 ® si n est de la forme [\x + 3 , 

(48) = 

Ainsi les formules ( 44 ). ( 45 ), ( 43 ). ( 4 ?). ( 48 ) que M. Gauss a eta- 
blies dans I’un de scs plus beaux Memoires, et doiit M. Dirichlet a 


(^) OEiwres de Cauchy^ S. II, t. III. 
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donne une demonstration nouvellc en i 835 , se trouvent comprises, 
comme cas particiiliers, dans I’eqiiation (24) laquelle on deduit 
immediatement la formule (' 44 )> en attribuant a I’exposant — une 

valeur infiniment rapprochee de la valcur imaginaire ^v/~ eu, ce 

qui revient au meme, en reduisant I’exponentielle e""’a une racine 
primitive p del’equation ( 3 o). 

11 est important d’observer que, dans Ics equations precedentes, la 
valeur de determinee par la formule ( 35 ), pent encore s’ecrire 
comme il suit 

(49) i2=:H-2(p'-t-p^H-p'’ + ..T-+-p^ = ^ ), 

puisquc, I etant un enticr quelconque inlerieur a ^ n, on aura genera- 
lement 

— (mocl./i). 


Nous avons suppose, dans cc qui preccnle, la valeur de p determinee 
par la formule ( 3 i). Pour savoir ce qui arrivcrait dans la supposition 
contraire, il convient d’exaininer d’abord separement le cas oil n est un 
nonibro premier impair. Dans ce cas, si Ton nomine 


les residus, et 


h, h', k", ... 
k, k', k", ... 


les non-residus, inferieurs a n, les termes do la serie 

P ? P > P ? • • • 

se confondront, a I’ordre pres, avec les termes de la serie 

f—V 

p, pS p% .. ., p^ ; 

et, par suite, on aura non seulemcnt 

I -t- p'*-(- p*' 4 - p*" + ... + p*H- p*'-t- p'-'" -t*. p H- p*-{-. . p'‘-' = 0, 



ou, ce qui revient au meme. 
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mais encore 

f—r 

p -H p* -f- p' - J — p*' p** +. . .. 

Cela pose, la valeur de O, donnee par la formule ( 49 )) deviendra 
(5o) = 1-h 2(p^‘4-p*'-t-pA’ 

ou raeme 


= p^‘ -H p^‘'p*”4-. . . — p^ 


p*'_ p** —., 


D’ailleurs, le second membre de la formule ( 5 i) est une fonction 
alternee des racines primitives de I’equation ( 3 o), et si, dans cette 
fonction. Ton remplace p par p"‘, m etant premier a n, elle changera ou 
ne changera pas de sigiie,, en conservant, au signe pres, la meme 
valeur, suivant quo /nsera ou ne sera pas residu quadratique (p. aSa). 
Done, si n est un nombre premier impair, la valeur de Q determinee 
par la formule ( 35 ) ou (49) no sera autre chose qu’une fonction 
alternee des racines primitives de I’equation ( 3 o); et la substitu¬ 
tion do p'“ a p, dans cette fonction, n’aura d’autre elfet que de faire 
varier la valour deil dans le rapport de i a Done, puisqu’en sup- 
posant 


on a, on vertu de la formule (46) ou (48), 

1 / n — \ 

(02) i2 = n2(v^)^ “ ^ 

si Ton suppose au contraire 




m etant premier a n, on trouvera 




Si m cessait d’etre premier a n, e’est-a-dire, s’il etait divisible par n, 
alors la formule ( 35 ) donneraitimmediatement 


= n. 


OEuvfes de C. — S. I, t. III. 
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Supposons maintenant quo n soil le carre cl’un nombre premier v, 
en sorte qu’on ait 


n z=:v-: 


alors CCS deux cn tiers 

t, 2 , 3, . . n — I, 

qui seront divisibles par v, et clout le nombre sera v, offriront des 
carres divisibles par ou n. Done, dans le second membre de la for- 
mule (35), v puissances de p, qui offriront ccs carres pour exposants, 
se reduiront chacune a I’unite. Si d’ailleurs on continue de nommer 


h, A'; A", ... 

les residus quadratiques inferieurs a n, on obtiendra, an lieu de la for- 
mule (. 5 o), la suivante : 

( 50 ) ii = v-t-2 (p"-+-p*'-h P*"+...)• 

Enfin, si p designe unc racino primitive de I’equation ( 3 o), et si, 
parmi les residus quadratiques 

A, A', A", ..., 

relatifs au module 


n = V" 


on considere ceux qui sent equivalents a un memo nombre, represen- 
tant un residu quadratique relatif au module v, cos residus correspon- 
dront a des puissances de p, dont la sominc sera nullc (p. 248-249)- 
y a plus, pour que cette somme s’evanouisse, il ne sera pas necessaire 
qtie p designe unc racine primitive de I’equation ( 3 o), mais seulement 
unc racine disdnete de I’unite. Done par suite si, n.etant le carre d’un 
nombre premier impair v, p diffi-re de I’unite, la somme totale des 
diverses puissances de p, qui offriront pour exposants les divers r6si- 
dus quadratiques, s’evanouira, en sorte. quo Ton aura 
* -H + p^'” -H . , . — o, 

et I’equation ( 56 ) donnera simplement 
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Si p se recluisait a I’unite, la memo equation clonnerait 

n, 

ct Ton se retrouverait ainsi raniene a (’equation ( 55 ). Au restc il esl 
facile dcrcconnaitrc que I’equation (57) se trouve elle-meme comprise, 
comme cas particulier, dans la formule ( 54 ), lorsqu’on attribue gene- 

ralenaent a la notation Ic sens que lui donne M. Jacobi, et que Ton 
pose en consequence 

Supposons enfin que n soit une puissance entiere d’un noinbre pre¬ 
mier ot impair v, en sorte qu’on ait 

/I — V". 

Alors, par des raisonnemcnts semblables a ceux qui precedent, Ton 
prouvera encore que I’equation ( 54 ) subsiste, pour des valeurs de m 
premieres a n, pourvu que Ton pose generalement avec M. .Jacobi 


~ m “ 


' m 



V 


Effectivement, m etant premier a n, posons 

s. 

<; sera une racine primitive de (’equation 

et Ton reconnaitra sans peine : 1° que, dans le d6veloppement de O, la 
somme des puissances de p dont I’exposant est divisible par une puis¬ 
sance de V d’un degre inferieur a a— i s’evanouit; 2° que la somme 
des autres termes se reduit, pour des valeurs paires de a, au nombre 

n 1 

V- = 

et pour des valeurs impaires de a. au produit 
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Or, comme on aura pour p = 


V ^ 


ct pour p = 6"““''-' 


il en resulte que la sotume 


•-h..s' 


se recluira pour 


et pour 


p=: e“/-‘ 


) —a 


1 _ / V - I 

(y/— 0^ * > 




Done, par suite, pour des valours impaires do a, lo produit 

n — 1 

v“(r + s’-+s''4-. . .-t- 

se reduira, taut que m ct n seront premiers outre eux, a I’expression 

f J 


qui ne differera pas de la suivantc. 


/ ' 1 / yi — 1 \ 


en sorte que la formule ( 54 ) sc trouvera encore verifiee. Par des rai- 
sonnements semblables, on determinera generalcinent la valeur que 
prend 0, lorsque, la valeur de n etant 


n zzz 


m cesse d’etre premier a n ; et Ton reconnaitra que, dans ce cas, (2 est 
le produit d’une certaine puissance de v par la valeur de Q qu’on aurait 
obtenue, si Ton out substitue au module n lo denominateur de la frac¬ 
tion — reduite asa plus simple expression. Si Ton supposaitm = v'', 
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on aura 

1 

= i + = 5^, 

D 

tanclis qu’en posant successivement 
on trouvera, dans lo premier ct le second cas, 

/ A 

p = I-H- 4 cos — = I -h /} cos — =:: — 5 , 

' 0 D 

Oil, ce qui revient au memo, 



dans letroisieme cas, 

■ p =1H-4 cos ^ = i-h 4 cos^ = 5 ^ 

ou, ce qui revient au meme. 



et dans le dernier cas, 

p = 5. 

De ineme ori trouvera, pour 3? = 9 = 3 *, 

Si = I -1- P -H p'^+ p’ -H. . p“'':=: 3 -f- 2(p -t- p'') 3 -1- 2p — 1- = 3; 

p I 

ct, par suite, 

I 

Si = 3 — g"^ 

a moins que p no se reduise a I’unite.etlavaleur dcSla celle quedonne 
la formule 

Si = 9 . 

Si au contraire Ton prend cc— 27 = 3 ’, on trouvera 

Si = I - 1 - p -H p'' 4 -... + p^'’’’^ 3 -H Cp®-!- 2 p(i -h p’+ ... + p*‘); 
ct, par suite, en supposant 

p = e“v^-'—e^’ , 
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on aura 


= 3(1 + 2p2), 


ou, ce qiii revient au meme, 

( Uy—i\ 1 ' 

i2 = 3\i + 2e^ )z=.Z.Z-\J—i — —I, 

land is que, si Ton pose 


m etant premier a 3 , Ton trouvera 

= 3 ®(i + 2 cos — i) = 27V— 

ou, cc qui revient au meme, 



Si m cessait d’etre premier a 27, alors on trouverait: 1° en supposant/n 
divisible une seule fois par 3 , 

£2 = 3 + 6p”::= 9; 

2“ en supposant m divisible par 3 ^ = 9, 

3 •+ 6 2.9 ^7' 


Passons maintenant au cas oil le module se reduit a 2 ou a une puis¬ 
sance de 2. 

Lorsqu’on a precisement n = 2, I’equation 

ofire pour racines 
et par suite la valeur de 

se reduit ii zero ou a 2, suivant que Ton prend pour p la racine positive 
ou la racine negative. Dans le premier cas, on retrouve la formule ( 55 ). 
Lorsqu’on suppose x— 2-= 4 , I’equation 

= I, 


x^— I 

— I, 

— t + p 
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a, pour racines primitives, 

p_g(ovPI 


=i/-l 


et 


_ 3_7r — _ 

p_g3!0/-l_g2 ^ 


Alors les valeurs de Cl que fournit I’equation 

i 2 = n-p-t-p^+p®= 2 (i-+-p), 

qiiand on y pose successivemciit 

p=:<J—l, p=— 1 , 

sont 

= 2(1 H- \/— 1), 

= 2(1 — \/— i). 

La premiere de ces valeurs est, conime on devait s’y attendre, celle 
que fournirait I’equation ( 45 ). Si Ton prenait pour p, non plus uno 
racine primitive de I’equation 

= I, 

mais Tune des deux autres racines — i, i, la lormule 

= 2(1 +• p) 

donnerait, pour p = — i, 

= o 

et, pour p ~ I, 

£2 = 2.2 u'l. 

Lorsqu’on suppose n = 2^ = S, I’equation 

x‘ = I 

a pour racines primitives les expressions imaginaires 

I’arc 0) etant ^ = t> ou, ce qiii revient au m 4 me, les expressions ima- 
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ginaircs 

t + \/— I — I -H \/— I — I — \/ — I -hi — \/ — l_ 

v/a \/2 V^2 s/i’ 

et, si Ton prencl alors pour p I’line cle ccs expressions, la valeur de Cl, 
generalement cleterminee par la formule 

= l-h p -f- p‘H- p®-f- p'®-4- -h p^° •+• p*’= 2 (I -h 2 p -h p‘), 

se reduira simplement a 

4p = 8®(±:irp/=T7A 

Lorsque, dans ce dernier produit, on rediiit chaque double signe au 
signe H-, on retrouve, comme on devait s’y attendre, la valeur de 0 
fournie par I’equation (45). Si Ton prenaitpour p unc racine non pri¬ 
mitive de I’equation 

23* = I, 

e’est-a-dire Tune des racines 

'/—J, —\/—I, —h h 

qui verifient I’equation de degre moindre 

— j, 

la valeur de reduite a 

4(J -1-p)j 

serait evidemment double de celle qu’on aurait trouvee en supposant, 
non plus 71 = 8, mais n = L\. 

On obtiendrait avec la meme facilite les valeurs de Q correspondant 
a 77 = 2 "' = i6, a 77 = 2 * = 32 , etc. 

Concevons maintenant que n, cessant de representer un nombre 
premier ou une puissance d’un tel nombre, designe le produit de plu- 
sieurs facteurs premiers 

y, v', v", ... 

eleves a des puissances entieres, dont les degres soient respective- 

OKuures de C. — S. I, t. III. 4* 
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en sorte que Ton ait 

( 58 ) n = v“v'*v"‘'. . .. 

Alors, en vertu du theoreme IV cle la Note VI, si Ton represente par p 
une rapine primitive de I’eqnation (i), p sera de la forme 

(59) p = ^-oC..., 

chacun des facteiirs v],... designant une racine primitive de la 
premiere, on de la seconde, on do la troisiemc, etc. des equations 

( 60 ) I, 

et les n racines de I’^uation (i) seront los n valeurs qu’oii obtient 
pour p', en prenant succcssivement pour / tous les entiers 

0 , I, 2 , 3 , . • . , /i ““ I 

inferieurs a n. Soient d’ailleurs 

I, I', r, ... 

les restes qu’on obtient en divisant succcssivement I’exposant /par les 
divers facteurs 

V", ... 

de I’exposant n. Comme les valeurs de X seront on nombre egal h v‘‘, 
les valeurs de X' en nombre egal a v'*, les valeurs do X" on nombre egal 
a v'"’,..., les systemes de valeurs de X, X', X",... seront en nombre 6gal 
au produit 

v"^‘. . . zz: /i, 

e’est-a-dire, en meme nombre que les valeurs de /. Done a chaque 
valeur de /correspondra un seul systeme do valeurs do X, X', X", .,et 
reciproquement. Ce n’est pas tout. Comme les formules 

l = l (mocl.v“), /=?/ (mocl.i;'*), / = X" (mocl.v"''), 
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entrainerbnt evidemment les suivantes, 

(mod.v“), (mod.v'*), /‘=X"‘ (mod.v"‘), 

quel que suit rentier designe par t, on peutaffirmer quel’equation ( 09 ) 
entrainera non seulement la I'ormule 

(61) 

mais encore la suivante, 

(62) 

Done, en posant, pour abreger, 

v«r=(p, v'*=x> 

on aura non seulement 

I '-+■ P 

( = (t -1- ^ + + . + («+ n + v)*-(-n* + . 

mais encore 

[ I + p + P^‘+ p*‘. .-i-p'"“'>‘ 

(64) < = (1+1 + ^^' 

I X (n- th- v)*' ++ — 

Ainsi, en particulier, en prenant i = 2 , on trouvera 

/ 1 + p -t- p* + p* -t-. . . H- p'"-*)’ 

(65-) = + + 

( X (1 +Yj 4-+n®-i-.. • + 

De cette derniere formule, que M. Gauss a etablie comme nous venons 
de le faire, il resulte evidemment qu’une valeur de il, correspondant 
a une valeur donnee du degre n de I’equation (3o), est le produit de 
divers facteurs dont chacun represente une valeur de O correspon¬ 
dant, non plus au degre donne n et a I’equation (3o), mais a I’un 
des degres v“, v'*, v"®, ... et a Tune des equations ( 60 ). Done, puisque 
nous avons appris a trouver la valeur de ii correspondant au cas oil n 
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est une puissance d’un nombre premier, la formule ( 65 ) offrira le 
moyen d’obtenir la valeur de O dans tons les cas possibles. 

Considerons en particulier le cas oil n est un nombre impair com¬ 
pose de facteurs impairs inegaiix 

V, v', v", . . . , 

en sortc qu’on ait simplement 

vv'v". . . = n. 

Alors les equations (Go) deviendront 
( 66 ) 

par consequent, la formule (G 5 ) sera reduite ii 

; iH-p-h p*-I-p” H-.. .-I- 

(67) = 

( X (1 -t- V) -(- Yi* -4- n'’-!-. •. + .., 

et Ton conclura de cette formule qiie la valour do £ 2 , correspondant b. 
I’equation ( 3 o), est le produit de facteurs dont chacun represente une 
valeur de 12 correspondant a Tune des equations (GG). D’ailleurs, d’apres 
ce qui a ete dit plus bant, le premier, le second, le troisieme, etc. 
de ces facteurs representeront des somrnes alternbcs des racines pri¬ 
mitives de la premiere, de la seconde, de la troisieme, etc. des equa¬ 
tions (66). Done, le produit de ces memos facteurs, on la valour de f 2 
correspondant a I’equation (3o), reprbsentora une sommo alternee 
des racines primitives de cette equation ; et, en raisonnant comme b 
la page 27G, on reconnaitra facilcmont quo la formule (Sa) entraine 
encore, dans le cas dont il s’agit, la formule (0/1). 

Pour montrer une application-de la formule (67), supposons en 
particulier 

n = 15 = 3.5. 

Alors on trouvera 

22=:l-(-p-4-p*-t-p*'-+-...-l- p'*’ 

i-o 4p -)-4p^-(- 2p”-f- ap®-!- 2p'‘’= (i-h ap*®) (i -+- ap'-l- 2p''); 
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et, par suite, si Ton pose 


on aura 


— •o = p', 

= (l + 2 ?) (1 + 2-0 + 2-n*), 


ou, ce qui revient au meme, 

= (1 + ^ 4- (1 + Yi -t-Y)‘ + n’°), 

attendu que, p etant racine de I’equation 

^ = p‘“ sera racine de I’equation 

I, 

et Y) = p® racine de I’equation 


Si, pour fixer les idees, on suppose 


12 
,16 ^ 


'2 Tl /- . 2 TT 

p — e*“ rrCOS — + V— I Sin— 

' i{) r 5 

on irouvera 

i-n: /—- 47r i—- 

_ I 

I -t- 2 ^ =—3'\/—I, 1 +27)4-2Y)‘=:—5*, 

etpar suite on aura, conformement al’equation (52), 
= (- 3^ ) (- 5^) = i5^ v^=T. 
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NOTE XL 


MfiTHODE SIMPLE ET NOUVELLE POUH LA DliTEHMINATION COMPLETE DES SOMMES 
ALTERNfiES, FORMfeES AVEC LES RACINES PRIMITIVES DES EQUATIONS BINOMES. 

Soit 

P 

line racine primitive de I’equation 

(1) x''-=i, 

et supposons d’abord que n soit un nombre premier impair. Les di- 
verses racines primitives de Tequation ('i) pourront etre representees 
par 

p, p“, p^, » . • j P^^~S 

ou par 

m etant premier a n. Soit d’ailleurs cD une somme alternee de ces racines 
primitives. Cette somme sera de la forme 

( 2 ) Ok) p^‘4- p*"-!-. . . — p*— p*’— p*"~- • •. 

les exposants 

I, 2 , 3, .. ., n — I 

etant ainsi partages en deux groupes 

h, h', A", ... el k, k', k", 

dont le premier pourra etre cense renfermer les residus quadratiques 

I, 4, 

et le second les non-residus suivant le module n. Si Ton suppose en 
particulier n — 3, on aura simplement 


(D = p^—p*zi:p^ — p-*, 

en sorte qu’une somme alternee (0 pourra etre representee, au signe 





pres, par le binome 
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p‘ —p“‘, 

ou plus generalement par Ic binome 

p"‘ — p-™, 

m etant non divisible par 3. Si n devient egal a 5, les binomes de la 
forme p'" — p~"‘ se reduiront, au signe pres, a I’un des suivants, 

—p“^, p^—p3=ip®—p~-, 

et le prddult de ces deux derniers binomes, savoir 

(p‘-p*)(p’-p^*) = p=-h p=>-p~p‘, 

representera encore,- au signe pres, la somme alternee 

0^ ~ p H- p^*"— p" — p^, 

qui pourra s’ecrire comme il suit : 

(D=.(p‘-p-')(p»-p-) 

•Tajoute qu’il en sera generalement de meme, et que, pour une valeur 
quelconque du iiombre premier n, la somme alternee (D pourra etre 
reduitc au produit ‘T determine par la formule 

(3) = (p' - p-‘) (p»- p)...(p'‘-= - p-'"-')). 

Effectivement, ce produit, egal, au signe prbs, au suivant, 

/ n —1 1 \ 

(p' —p“)(p-—p“-*)-..Vp~—p ’■ )> 

changera tout au plus de signe, quand on y remplacera p par p"', attendu 
qu’alors les termes de la suite 

p, p% p% ..., p“-‘ 

se trouveront reraplaces par les termes de la suite 


p"% p'*"', 


. p< 
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qui sont les memes, a I’ordre pres, et chaque binome de la forme 

9 '— 9~‘ 

par un binome de la raeme forme 

p'«/— p-'"L 

Done le produit cf ne pourra representer qu’unc fonction symelrique 
ou line fonction alternee des racines primitives del’equation (i). Done 
il sera de I’line des formes 

a, aut), 


a designant une quantite entiere positive ou negative, ct son carre 
sera de I’line des formes 

aS 


Comme on tirera d’ailleurs de I’equation (3), non seulcment 

$ = + _ p-2) _ p-0)_ _ (j _ 

ou, ce qui revientau meme, 


mais encore 




et par suite 

$2= (— l)~(| _ pS) (l _ p‘) (1 _ p 6 ). , . (l — p«-«) (l — p«-^) (l — p"->) 

= (- ')^(1 - P) (' - P“-)- • • (> - P'*-') 

n — X 

= (-') 

il est clair que n’etant pas de la forme a-, devra etre de la forme 
a®ffi^. On aura done 

rt — 1 

(4) (—1)~ /i = a’-®'-, 'i'^raiD. 

Or, c0“ ne pouvant etre qii’iine fonction symetrique de p, p""', 
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et par consequent iin nombro cntier, la seule maniere de verifier la 
premiere des equations (4) sera de poser 


On aura done 
par consequent 


n — i 


a — dz I, 


( 5 ) 


= ± cO ; 


et toute la difficulte se rediiit a determiner le signe qiii doit affecter le 
second membro de la formule (5). Or, si, dans la somme alternee 

(D = -j- d- . . . — p^^ — — p^***"— . . ., 

on remplace generalement 

p' par [i], 

cettc somme sera rcmplacee elle-meme par la suivante, 



tandis qne la somme alternee ® se changera en 

— {n — i) —1 (mod.n). 


Done, pour decider si, dans la formule (5), on doit reduire le double 
signe au signe -i- ou au signe — , il suffira de chercher la quantite en 
laquclle se transforme le developpement de <S, quand on y remplace 

chaque terme de la forme p' par et de voir si cette quantite, 

divisee par n, donne pour reste — i ou + i. Or, comme le developpe¬ 
ment de tP se composera de termes de la forme 

-f- p±:l±3±5.d:... ^ 

le signe qui precede p etant le produit des signes qui, dans I’exposant 
de p, precedent les nombres i, 3, 5, ..., la quantite dont il s’agit sera 

OEuvi'es de C* — S. 1, t. III. • /13 
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la somme des expressions de la forme 

le signe place en dehors des parentheses etant le produit des signes 
places au dedans. Elle sera done equivalente, suivant le module n, a la 
somme des expressions de la forme 

— 1 

(6) ±[±i±3±;5±...±:(« —2)]“. 

Ainsi, en particiilier, elle sera equivalente, pour 3 , a 
i‘—(—i)'~2s—r (mod. 3 ); 

pour n — 5 , A 

(1 + 3 )'+(-1 — 3 ) 2 — 3)2=4 = (mod. 5 ). 

D’ailleurs, si Ton suppose le nombre des lettres a, b, c, ... egal a m, 
la somme des expressions do la forme 

(7) ± (± a ± 6 ± c ±...)'", 

developpees suivant les puissances ascendantes de a, h, c, ..., ne 
pourra renfermeraucun termc dans lequel I’exposant do a, ou de Z>, ou 
dec, s’evanouisse. En e/fet, comme, dans cette somme, deux expi'es- 
sions qui ne differcront Tune de I’autre quo par le signe place devant 
la lettre a, presenteront, en dehors des parentheses, des signes con- 
traires, ellcs fourniront deux devcloppements, dont les divers termes 
se detruiront mutuellement, a rexception de eeux qui I'enfermeront 
des puissances impaircs do a. Done, chacun des termes qui restcront 
dans la somme dont il s’agit sera proportionnel a une puissance 
impaire de a; et, comme il devra etre, par la rneme raison, propor¬ 
tionnel a une puissance impaire de c, ..., il est clair que, dans un 
terme conserve, ces diverses puissances, dont les exposants auront 
pour somme le nombre m, devront toutes se reduirc ii la premifere 
puissance, et chaque exposant a I’unite. Done, les souls termes qui ne 
se detruiront pas les uns les autres, seront les termes proporlionnels 





nil pi'odiiil 


NOTE \l. 



(iln\ . . 

ill’ tmiti's h’s Ictlfos (t, h,i\ I'l, |nnsi|iu' chacuiu’ di's valcnrs do 
ri'xproshioii (~) ullVo dans sun dovol(i])|n>iuoiit iiii soiiiblaldo lornio, 
piToisomont ogal au (iroduit 

(, I .. m)iif>e ,,,, 

il stidira, (»f)ur olitoiiir la sniniiio do cos valours, do irmiliplior lour 
uoiuhro par oo inonio prnduil. Dour la suinmo ilos valours do I’ox- 
prossiiHi ( 7 ) sora 


si maitilojiaul uu romplaoo 


par loH luiuihros 
lo [iruduil 
(iovii’tidra 


a, Ih (\ ... 

1, .i, Tl, MW 

M'"(i .. ni)ai>r... 


.i..i... ui)t .ii.li .,M m I) ; I. a,. 4... a »i- 


Done, oil oorivaiil " li,.ii do rn, <m rooonnnllra quo la sotnino 

dos oxprossiiius (<)) a pour valour lo prmluit 

j) I (tiiod.w). 

Dotto 'f so Iratisloritiora ott uiio situimo. oquivaloiito ii — i, si run y 
romplaoo ^ottdralotuoitf 

r/ par |;^|! 

d'uu il suit (jiio Poquatiun {’)) dovra tMro. roduito a 

ICn d’autros forrnos, tin aura 

\ (p* p ')(?’ P * p-(" «>) 

* I 4 , 0*’ +. -f , . . - P* ■ p*' - p*’ . 


• • % 
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h, k', h", ... etant les resiclus quadratiques, et/r, k', k", ... les non- 
residus quadratiques inferieurs au modulo n. On se trouvoainsiramend 
a la belle formule que M. Gauss a donnee le premier dans le Memoire 
]nlitvi\e : Summatio se?-ierum quarumdam singularium, ct qui convertit 
la somme alternee 

(D = p*'' + .. . — p*-+- p*'+ p^''”.. ., 

dont le carre ®' verifie 1 ’equation 

n — 1 

(lo) (D-= (— t) 2 n, 

en un produit de la forme 

( p. _ p-l) (p. _ p-3 ) . . . ( p»--. _ p-(«-U ). 

Or, cette conversion une foisoperee, il dcvient facile, comme Ton sail, 
d’assigner, dans tons les cas, la valour exacte de la somme alternee 03. 
On y parvient, en elfet, comme, il suit. 

Observons d’abord qu’en vertu des formulcs 

p«-“-_p-(«-2)=— (pS—p-'-), p«-4_p-(«-V)__(p'._p-(.)^ 

le premier membre de I’equation ( 9 ), ou la valour do la somme ct), so 
reduira : 1 ° si n est de la forme Lyx -+- 1 , a 

(I.) ® = (_,)V(p._p_i)(p,_p-.,)...(pM_p-V). 

2 ° si n est de la forme 4 - 3, a 

(ra) ct)=r(-i)V(p,_p-i)(pa_p-j).,.(pV_p-V), 

attendu que le nombre des entiers pairs, et inferieurs a sera 

/Z — I 

—-— esl pair, 

n — I 

—^— esl impair. 


\ n — I n 


et 


2 2 

I / n —I 


2\ 2 


4 

n — 3 


J SI 


SI 


D’autre part, si Ton pose 
(1.3) 
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on en conclura generalement 


(i4) 


, , .2^71 /- 

p'—p“ — 2 Sill-1/— I; 

' ' /t 


et il est clair quo,, pour toute valour do I inferieure a - n, le coefficient 


de y/ — I, dans le second mcmbrc de I’equation(i4), seraune quantite 
positive. Enfin, Ton tirera de I’equation (i4) t i° en supposant n de la 
forme 4^' + i > 


(i5) 


/ /> -1 _ n- 1 \ 

(p>-p-‘)(p»-p-=)...ip = -P ) 


n — I /? — 1 


, , . . . 2Tr . ATT . 2 

(—r) 2 ^ sin — sin— • • sin- 

^ /in n 


2 ® on supposant n de la forme L\x -+- 3, 

/ n^\ n ~ 

(p'-p-‘)(p^-p-=)...ip ^ -p -^ ) 


(i6) 


n —3 /7-*l / 

/ \^r' ~T~ • . 471 

nz(—-l) 2 ^ Sin Sin - 

^ ' n n 


sin ■ 


V“ 


Done, si I’on attribue a p la valeur que determine i’equation (i3), on 
tirera des formules (ii) et ( 12 ): 1 ° en supposant^ de la forme4'^ + 


n — I 


('7) 


/I — 1 / 

CD == ^ sin — sin —• 
/I n 


sin 


2 ° en supposant a de la forme l\x h- 3, 

(. 8 ) 


/I—t 


2 . 27T . ^TT . 2 

(D = 2 ^ Sin — sin-sin 

n n 


n 


Or, en substituant Tune de ces derni^res valeurs de la somme alternee 
(D dans la forcnule (lo), on en conclura que le produit 


n — r 


n — 1 / 

. 271 . i^Tr 

'2 ^ Sin — sin-sin ■ 

n n 


a pour carre le nombre n. Done ce produit, qui ne renferme que des 
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facteurs positifs, sera hu-meme positif, et egal an-. On aura done, quel 
que soil le nombre premier n, pourvu qu’il surpasse 2 , 

n —^ 1 

n —1 / T 1 

, , --r- . 2Tr . 47 r . 2 ^ 

(iq) 2 “ Sin — sin-sin-=/r, 

^ ti an 

et, par consequent, les equations ( 17 ), ( 18 ) se reduiront,.la premibre 
a 

1 

(20) (0 =r n-, 

la seconde a 

1 _ 

(21) C 0 =:/i“y/—i; 

en sorte que Tune et I’autre seront comprises dans la formule 


(22) 


1 

C?)=: 71^ 




Si maintenant on vent obtenir la valeur de (D correspondant a la 
yaleur de p que determine, non plus la formule (i5), mais la suivante, 


(23) 




m etant un entier quelconque non divisible par n, il sullira evidem- 
ment de remplacer, dans la valeur de CO que fournit I’equation ( 22 ), 
p par p'“, ou, ce qui revient au meme, il suffira de multiplier cette 
valeur par 



Done, lorsque la valeur p sera clonnee par Tequation (aS), ni etant 
premier a n, la valeur de la somme alternee 05 deviendra 

( 24 ) (0 = 1 ^^] . 

Les formules ( 21 ), ( 24 ) s’accordent avec les formules (ba), (54) de 
la Note precedente ; et cela devait etre, puisqu’en vertu de la formule 
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(5i) de la meme Note les sommes designees par Cl et par ffi sont tou- 
jours egales, quand, n etant un nombre premier impair, p designe une 
racine primitive de I’equation (i). 

II n’en serait plus de meme si, dans les sommes O et ®, on rempla- 
Cait p par la racine non primitive de I’equation (i), e’est-a-dire, par 
I’unite, puisqu’alors evidemment la somme Cl se reduirait au nombre 
n, et le second membre de I’equation ( 2 ) a zero. 

Les formules ( 22 ), ( 24 ) une fois etablies pour le cas oil n designe 
un nombre premier superieur a 2 , il est facile de les etendre au cas oil 
« designe un nombre impair compose de facteurs premiers inegaux. 
Ainsi, en particulier, soit 

n — vv'; 

et supposons que, v] etant des racines primitives des deux equations 
(20) 

Ton pose 

(26) 9 =^- 0 . 

p sera une racine primitive de I’equation (i); et, si Ton nomme 

®, A, A' 

trois sommes alternees, formees avec les racines primitives des trois 
equations 

= lf 07^ I, =: I , 

de telle maniere que, parmi les termes affectes du signe +, on trouve 
dans la somme alternee ® le terme p, dans la somme A le terme L dans 
la somme A' le terme v), on aura, en vertu des principes etablis dans la 
Note VII, 

(27) (D = AA'. 

Soit d’ailleurs m un nombre entier, premier a v et a v', par consequent 
premier a « ; et supposons que, dans les sommes alternees 


®, A, A', 
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on remplace 
par 

Les valeurs de 


p» n 

p"S rr. 


(D, A, A' 


ne cesseront pas de verilier la condition (27) ; et, comme, en vertu 
des principcs etablis dans la Note VIII, les valeurs de 

A, A' 


se trouvcront multipliees par les quantiles 


“ ?n 


r;u1 

V 

5 

—I 

l> 

_I 


dont chacune se reduit, au signe pres, a I’unite, la valour de (D se trou- 
vera multipliee par le produit 



ni 

n 


Done, la substitution de p'" et p changera ou ne changera pas le signe 
de la somme alternee o, suivant quo le nombre m verifiera la premiere 
ou la soconde des conditions 



Concevons, a present, que Ton pose 


2 7t —- 


•/] = e ■ 




I’equation (26) donnera 


2 7C ( V — VM 


0 — e 


et, comme on aura, en vertu de la formulc (22), 

1 _ / V -1 1 __ / V'-- l y 

A = '/^(v/—1)' “ 

on conclura de I’equation (27) 

1 /V —r\2 /v'~i\’ 


( 28 ) 
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ou, ce qui revient au meme, 

( 29 ) co = (-i) ^ = rti(^/zr7)V 2 

attendu que Ton a identiquement 

11 y a plus : comme les nombres 

V — v' W' — I 


dont la somme 

(v —i)(v' —1) 
2 


est divisible par 2, seront tous deux pairs ou tous deux impairs, on 
aura 



Done la formulc (29) pourra etre reduite a 


(3o) 


V— I V»—1 1 _ / ra—1 


Cette derniere equation suppose que, dans la somme alternee o, I’un 
des term.es precedes du signe -H est 

27r(v-f-vM ,—- 

-- ^ — [ 

pz=z e . 

Si ii la valcur do (D, fournic par I’equation ( 3 o), on veut comparer cede 
qu’on obtiendrait cn prenant pour I’un des termes precedes du signe - 4 - 
la valcur do p determinec par la formule 


P 


27 r 

e ^ 




on conclura des observations precedernment faites que chacune de ces 
deux valeurs de co est le produit de I’autre par I’expression 


V -H vH r V 4 ” v'" 

n J L - 
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Done, puisque la premiere valeur cst donnee par la formiile ( 3 o), 
la seconde sera fouriiie simplemont par requation 

1 _ / n-\ p 

(3l) (©=:«-(\/—l)^ - 

et si, au lieu de poser 

— ^=1 
p = e " , 

on pose plus generaleinent 

2 m TT ! - 

p — e " ' ', 

on devra multiplier par ^ le second nicmhre dc la forrnule ( 3 i), 
qui deviendra 



Les formules ( 3 i) et ( 32 ) nc sont autre chose quo. les (drmulcs (22) et 
(24), etendues au cas oii est le |)roduit de deux (acteurs impairs et 
premiers v, v'. 11 ya plus: les raisonnemeuts dent nous avons fait usage 
sufFisent pour etcudre les formules (22), (2.4) an cas oil n est le pro- 
duit de deux facteurs impairs quelconques, pourvu que ces facLcurs 
soient premiers entre eux, quand on suppose ces luemes formules 
separement verifiees pour des valours de n rcprescnlees par chacun do 
ces facteurs. Done, puisque, 

V, v', . . . 

etant des nombres premiers impairs, les formules (22), (2/1) sc veri- 
Fient quand on prend 

n — y, n — v', n ~ v", . , ., 

elles se verifieront quand on prendra pour n le produit vv' do v par v’, 
ou le produit vv'v" dc vv'par v",..et par consequent lorsqn’on pren¬ 
dra pour n le produit de tons les facteurs premiers v, v', v''. 

En resume, si, n etant un nombre impair, et le produit de facteurs 
premiers inegaux, cD represente une somme alternee, forinec avec les 
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racines primitives de I’equation (i), de telle maniere quo I’un des 
termes precedes du signc ■+■ soit la valeur de p determinee par la for- 
miilc 

?5ycri 
p — e" , 

et si d’ailleurs la somme cD est line fonction altcrnee des racines primi¬ 
tives, non seulement de I’equation (i), mais encore de chacune des 
equations que Ton pourrait obtenir en remplagant successivement 
I’exposantn par chacun de ses facteurs premiers, on aura : on sup- 
posant n de la forme 4^^ 4-1, 

(33) (£) =:/£^; 

‘2° en supposant /z de la forme lix -h 3 , 

1 _ 

(34) 10 = n -\/— I. 


Mais si, dans la somme altcrnee lO, I’an des termes positifs est celui 
quo determine la formule 

p = e « , 

on aura : i" on supposant n de la forme L\x + i, 

(35) 


2“ on supposant n de la forme L\x -t- 3 , 


(36) 


CD = 


m 

m 



II sera maintenant facile do determiner completement, dans tons les 
cas possibles, la valeur d’une somme- altcrnee ffl, formee avee les 
racines primitives de I’equatiou (r). Considerons partienlierement le 
cas oil la somme CD est line fonction alternee des racines primitives, non 
seulement de I’equation (i), mais encore do chacune des equations 
qu’on peut obtenir, lorsqu’apres avoir decompose I’exposant n en fac- 
tcurs premiers entre eux, on remplace successivement « par chacun 
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de ces facteurs. Alors, d’apres ce qui a ete dit dans les Notes VII, YIIl, 
IX, pour quo la somme ® ne soit pas nulle, il faudra que, les facteurs 
impairs et premiers de n etantinegaux entre eux, le facteur pair, s’il 
existe, se reduise a I’un des nombrcs 

4, 8; 

et Ton aura, ou 

(87) 0^=:±:/2, 

ou bien 

1 

(38) (B* = — n, Cfi = ± /i'- \/— i', 

les formules (37) devant se verifier, par exemplc, quand n cst de I’une 
des formes 

[\x ^ 4 ( 4 '^“ h 3 ), 

et les formules ( 38 ), quand n est de f une des formes 

4 X H- 3, 4 (4 X •+• 1 ) • 

Nous avons d’ailleurs donne (p. 296, 297) les conditions auxquelies 
doivent satisfaire les exposants 

h, h', h", ... 

dans la formule 

CD = p*4- p''‘'+ p*"-!-. .. — p*— p*'— p*’ —.. •, 

lorsqu’on en deduit les formules (37) ou les formules ( 38 ), et que le 
groupe des exposants 

A, A', A", ... 

renferme I’unite. Or, de ces conditions on deduira sans pcinc, k I’aide 
de raisonnements scmblables a ceux dont nous venous de faire usage, 
les conclusions suivantes: 

D’abord, si I’on suppose n impair, et 



la seconde des formules (87) sc reduirasiraplcment a la formule ( 33 ), 
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et la scconde cles formules ( 38 ) it la formule ( 34 ). Alors aussi, en pre- 
nant, non plus 

— 

mais 


fr, 


et supposant m premier a n, on obtiendra, comme on I’a dit, non plus 
Tequation ( 33 ) ou ( 34 ), mais I’equation ( 35 ) ou ( 3 G). 

Supposons a present que, le facteur pair de n etant le nombre 4 . on 

designe par u le nombre premier ou non premier^, par 

cc, s, p = as 


des racines primitives des trois equations 


enfin par 


A, A', CO 


des sommes alternees, formees respectivement avec ccs racines, de 
maniere que, parmi les termes precedes du signe +, on trouve dans la 
somme A la racinc a, dans la somme A' la racine clans la somme CD la 
racine p. Si Ton pose 




on aura, non seulemcnt 


‘ 1 ^+ 4 ) \/—1 


mais encore 


_ 1 _ / U"t y 

— a^=z2\/ —I, A'=:u^(\/—j)^ ^ 

et par consequent 

(39) (0 = AA'= J(s/=T)’-^(^)’. 


Pour savoir si cette derniere formule fournit ou non la' valeur de cD, 
relative au cas oil I’un des termes affectes du signe + se reduirait a 


p = e 
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il suffira d’examiner si I’exposant u + 4 doit etre cense ou non faire 
partie du memo, groupe quo runite. Or, cornnic rcxpression 



se reduit evidemment a 



il suffira d’examiner si o 4, divise par 4. donno pour reste i qu — i. 
Le premier cas a lieu lorsque u = ^ est de la forme 4 '^ + i; le second 
cas, lorsque n est de la forme L\x -i- 3 ; cl par suite, on supposant, dans 
la sorame (D, I’un des termes positifs reduit a 


on obtiendra pour cette sornme, dans le premier cas, la valeur qui 
determine la formule (ig), savoir 


(D = — 1)' ^ 



et dans le second cas, unc valeur qui dilTerera sculemcnt par le signe 
de celle que donne la formule (Sq), savoir, la valour 

1 / U — 1 \ 5 1 

Done, si le facteur pair do n se reduit a 4 , Ifi supposition 

p = e " 

reproduira encore, ou la formule ( 33 ) lorsque sera de la forme 

4 a? + I, ou la formule ( 34 ) lorsque sera do la forme l\x •+• 3 . Quant 
a la supposition 

p = e 

elle reproduira, pour la sommc.cD, suit la valeur que determine la for- 
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mule ( 33 ) ou ( 34 ), solt ccttc valour prise en signe contrairc, suivant 
quo I’exposant m fera ou non partie du groupcA, A', A", qui ost 
cense renfermer Fexposant i. 

Supposons enfin quo, Ic factour pair do n etant le norabro 8, on 
desiguc par u le nombre premier ou non premier^, par 

a, s, p = ct; 

des racines primitives des trois equations 


ot par 


= r, ,2?^ = I, =: I , 

A, A', CD 


des sommos alternecs, Ibrmbos respectivoment avee cos racines, de 
maniero quo, parmi les tormos alToctes du signe -t-, on trouve dans la 
somine A la racine a, dans la somme A' la racine dans la somme ® la 
racine p. Si Fon pose 


on a\ira non sculcment 
rnais encore 


p = e " 


( 0 8) /— 1 


A'=:u-^(\/—l) 




Alors aussi, quand la somme alternbe A differera do zero, elle sera, ou 
de la forme 

1 

(/jo) A m a — a ?— 2 (a -h = 4 cos - = 

Oil do la forme 

_ 1 _ 

(_^i) A a H- — a®— a’^= 2(a -h =: 4 sin ~ \/~ i = 8^ \/— i, 
et Ton aura, dans le premier cas, 

1 _ pj-i \* 

(42) CD rn: AA'=/l-(\/—l)^ " ' , 
dans le second cas, 

1 _ /^j-i y 

( 43 ) 6 ^ AA'^ (sj—i) ^ ^ ^ , 
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Pour savoir si les formules (42) et ( 43 ) foiirnissent ou non les 
valours deo, qui sont relatives au cas oil I’un des termes affectes du 
signe +• sc reduirait a 


p = e " 




et qui d’ailleurs different de zero, il suffira devoir si, dans chacunedes 
valeurs de (B, les termes p, p''^'^'' sont affectes du memc signe, ou, ce qui 
revient au meme, si I’exposant u -h 4 fait partie du meme groupe que 
I’unite. Or, d’une part, rexpression 


~'j - 1 - 8 
V 


se reduit evidemment a 




et, d’autre part, u-1-8, divise par 8, donnera Ic meme reste que u, 
savoir : un reste represente ou non par run des nombres 1,7, suivant 
quo Texpression 


(V- 11 (V-7) 

(-1) » 


= (->) 


aura pour valeur + 1011 — i ; ou bien encore un reste represente ou 
non par I’un des nombres i, 3 , suivant que I’expression 


(- 1 i ( U ~ 3 ) 

(-1) “ 


aura pour valour + i ou — i. Done, puisque Ton a 


«j5~l D* —1 




ys — i cj —jW'j-31 


(->) * (-•) 


fjLzi)’ -Lij 

(_i)i . ; =(_,) 8, 


les termes 


p el 


seront toujours affectes du memo signe dans la valour do la somme cS, 
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que determine I’equation (42); mais, dans la valeur de la menie 
somme, determinee par I’equation ( 43 ), ils seront affectes du meme 


signe ou de signes contraires, suivant que ‘ sera pair ou impair. 
Done, si, on supposant 


p = e " 




on afiPecte du signe +, dans la somme alternee cD, toute puissance de p 
dont I’exposant h verifie la condition (9) ou (10) des pages 296, 297, 

on aura, on vertu de la formule (42) : 1“ quand u = ^ sera de la 
forme l\x i, 

1 

2“ quand j sei’a de la forme42J -1- 3 , 

I 

(0 = y/ — j. 

et si, on supposant toujours 

p = e« , 

on affecte du signe +, dans la somme alternee (0, toute puissance de p 
dont I’oxposant h verifie les conditions (ii) ou (12) de la page 297, 

on aura encore ; i" en vertu de la formule ( 43 ), quand = -^ sera de la 
forme l[X ■+■ i, 

1 _ 

C0 — \/ — I; 

2° quand 'J = ^ sera de la forme 4n? +• 3 , 

I 

C0 = /Jk 


Si, dans la somme os, formee 
la racine primitive 


comme on vient de le dire, on remplacait 



par la racine primitive 


/ri 

p = e " 
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m etant premier a n, cette somme conserverait Ic meme signe avec la 
meme valeur, on bicn die diangerait do signe, suivant que m serait on 
ne serait pas un des exposants h compris dans le groupc qui renfer- 
maitrunite. 

II importe d’observer que les conclusions diverses auxquelles nous 
venous de parvenir, on supposant succossivcinont Ic nombre n impair, 
puis divisible par 4 > pwis divisible par 8 , se trouvent toutes renfermees 
dans un theoreme general, qu’on pent enoncer simplement comme il 
suit: 

Thkor^:me. — Soil CD une fonciion aUernde, formee avec les racines 
primitives de Inequation (i), et de maniere a verifier La formule 

Si 1'on suppose que^ dans la somme alternee'6^^ Van des termes preeddes 
du signe H- soil la racine primitive 



on aura simultanement : ou 

1 

CD® =: /I el CD /i% 
ou 

1 _ 

CD2 = —fi el CD =:/I-yc'— I- 

en sorte que la valeur de oD sei^a toujours fournie par Vane des equa¬ 
tions (20), (21) ou ( 33 ), (34). 


Exemples, ~ En prenant 

2 7C f— 

on trouvera 

1 

cO = p — 2 sin I. 

En prenant 





fr-x 




on trouvera 
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En prenant 
on trouvera : 


p = e’ 




to = P -h p’ — p® — p® = 4 COS ^ rr: 8^ 


ou 


. TT 


En prenant 


® = P -H pS — p=— P' = 4 sin ^ y/_ I — 8V— 1. 


« rr 24, pz^e-**^ '= 6 '-^ 


on tronvera: ou 


ou 


CO = p + p=-(- p’^ p>‘ — pia— p”— pi®— p23 

= (p8-p‘»)(p=H-p2‘ —p»-p‘=‘) 

= Sin^/in) (4 cosI) = 3'^ 8'=v/:n = 24^ 
CO =: p p® ~h p^^ -H p-^ — P‘p^’ — p^®— P^^ 

^(pS_pl6)(pl5^p.l„p3_p9) 


. 27 r j -\ 


2 sin - 


^\/^ ) ( — sin 7\/— M 


1 1 1 


Noia. — Si, dans la sommo alternee ®, formee comme on vient de lo 
dire, on supposait precede du signe +• le terme represente, non par la 
racine primitive 

p = e « 

inais par la suivante 

2 w TT . —j- 

p = e~ ~ , 

m etant premier a n ; alors la somme alternee cO offrirait ou la valeur 
quc fournit le theoreme enonce, ou cette memo valeur prise en signe 
contraire, suivant que le nombre m ferait ou non partie du groupc des 
nombrcs ci-dessus representes par 

h, h‘, k\ ... 

(uoi>, pour la determination de ces memos nombres, les pages 1196 
et 297). 
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Nous terrninons cette Note par une observation qui n’est pas sans 
importance. 

Supposons que, clans le cas ou Ton prend 


la somme alternec 



(44) cD = p^‘ + p*' + p^‘”H-... — p* — p^'’ — p*”—. • • 

verifio Tequation 

®5 = ±n; 


la meme equation sera encore verifiec quand on prendra 


p = e 




si m est premier a n 
prenant 


. Mais, si m cesse d’etre premier a n, alors en 



on trouvera toujours 


( 45 ) 


(0 = 0 , 


comme on va le faire voir. 

Pour quo la somme ffi verifie I’equation 

(E)= = ±: ii, 


il est necessaire, comme on I’a dit, que les facteurs impairs et premiers 
de etant inegaux, le facteur pair, s’il cxiste, se reduisc a I’un des 
n ombres 

4 , 8 . 


D’autre part, lorsque dans la formule 


m cessera d’etre premier a n, p deviendra une des racines non primi¬ 
tives de I’equation 


rrr ] . 
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Done alors, si n clesigne un nombre premier impair, ou le nombre 4, 
ou le nombre 8, p se reduira, dans le premier cas, a I’Linite; dans Ic 
second cas, a I’une des racines 


de I’equation 


— I 


dans le troisieme cas, a Tune des racines 


-t-', — I, + \l — t, — \J — I 

de I’equation 

Or, dans ces trois cas, la formule (2), que Ton doif, on supposant le 
termc p precede du signe +, reduire, pour /z = 4, a 

© = p — p% 


et pour n = 8 a I’une des suivantes 


© = p+p’'—p’—p®, © = p+• p’—p® — p’, 


donnera evidemment 


© zzo. . 


Si maintenant on suppose 

n = yv' 


etant des facteurs dont cliacun se rediiise a un nombre 
impair et premier, soit a I’un des nombres 4. 8; alors la racine primi¬ 
tive 



pourra etre presentee sous la forme 




V), ‘C • •• designant des racines primitives propres a verifier respecti- 
vement les equations 
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ct la somme oa, formee avcc les puissances tie la raciiic primitive p, 
sera le produit ties sommes alternees 

A, A^ A", 

respectivement formees avcc les puissances des racines primitives’ 

c, v, C, — 


Or, romplacer, dans la somme altcrnee 

C 0 =AA'A"..., 

la racinc primitive 




par la racinc non primitive 


/— 




revient a substituer, dans la somme Ic produit 

pfil 


au produit 


P — ?■/)?. 


par consequent a substituer, dans les sommes A, A', A", ..., 


Or, en vertu de ces dernieres substitutions, une ou plusieurs des 
sommes 

A, A', A". ... 


s’evanouiront, suivant que Ic nombre m cessera d’etre premier a un ou 
a plusieurs des Facteurs 


done aussi la somme 


CO = AA'A"... 


s’evanouira elle-meme, et I’on pqurra enoncer generalcmont la propo¬ 
sition suivante : 
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Tiieorerik II. Soient p une des racines primitives de Vequation 

~ j 

el 

(^6) (JD 3= — p^‘— 9 ^' p^’"‘ • • 

une somme alternee de ces racines qui verifie la condition 

(D-zzizh n. 

Siy dans cetle somme alternee^ on substitue a la racine primitive p une 
racine non primitive, en prenant par exemple 

H12E ^ 

P — " , 

et supposant que le nombre m cesse d'etre premier a n, la valeiir de la 
somme que determinera la formate (i i ), sera 

CD = o. 


NOTE XII. 

FORMULES DIVERSES QUI SE B^DUISENT DES PRINCIPES ^TABLIS 
DANS LA NOTE PUfiCfiDENTE. 


Soient toujours : 

n un nombre cnticr qiielconquc ; 

A, k, I,... les en tiers inferieurs a n et premiers a n ; 
p Tune des racines primitives de I’equation 

( I ) 

et 

(2) (C = p*+ p"'4- p'*' -4-... — p*— p*'— p^'" — • • • 

une somme alternee forinec avcc ces racines primitives, les en tiers 

hy hf ty ... 
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etant partages en deux groupes 

h, h’, h", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere qu’un changement operc dans la valeur de la racine 
primitive ppiiisse produire iin changementdc signe dans la sommo CD, 
sans avoir jamais d’antre cffet sur cettc somme, et que I’unite fasse 
partie du groupe 

h, h', h", .... 

Enfin, considerons specialement Ic cas oil la somme co veritie la con¬ 
dition 

(3) cD-=:zt«; 

ce qiii suppose les factcurs impairs dc n inegaux, le facteur pair, s’il 
existe, etant run des nombres 4 > Si Ton pose 

IIF jzr{ 

( 4 ) P = e'' , 

on aura, en vertu du premier theoremc dc la Note precedente : ou 

1 

(5) (D -=:/2 et CD “ /Z-, 

ou 

1 

(6) CD “=:—n et (D — 

les equations ( 5 ) etant relatives an cas ou n cst de rune des formes 
[\x \, 4 (43 )> 8 (4 *"h I )> 
et les equations (6), an cas ou n est de Tune des formes 
4dc-h3, 4(4-3?-4-1), 8(4^ 3). 

D’ailleurs, en vertu des formiiles( 3 ), ( 4 ), la sccondedcs equations ( 5 ) 
donnera 

iJit: o.h'T, 21x71 qZ/tt 5 

cos-H 005 -h... — cos-cos- .. 

n n n n 

. s/iTT . 2k'T. . 2 / 1-71 . 2 /^ 7 : 

sin-h sin-h.. .— sin-sin-.. . = 0; 



n 


/I 


ii 
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et la seconde des formules (6) donnera 


a/iTT a/i'Ti a/iTT iL't: 

COS-—f— cos-H—... — cos-cos- 

?i n n ft 


^h'K . 2 A' TT 

sin-h sin- 

ii a 


. 2 /i’ 7 r . 2/c^7T - 

■ Sin-sin-.. .zn /i2. 

n n 


II y a plus : si, m etant un nombre impair premier a zi, on pose 


alors, en clesignant par iin coefficient qiii se rediiise a 


-•hi 0u a — I, 


suivant quo le nombre m fait partie dn groiipe 


oil dll groiipe 


h, A', h\ . 


A, /c^ k\ 


on aura, on vertii des principes etablis dans la Note precedente 


et, par suite, 


cD = 


2 m A 71 2 m A tt 

cos-h cos- 

n n 

iLmhiz . 2 m A' tt 

sin-h sin- 

n n 


imkv: 2mk Tz 

. cos-cos- 

n 11 

. Q.mkiz . 2 m A'77 

sin-sin- 

n n 


et, par suite, 


(0 := i„i 11^ \/ — J, 


2 171 hit 2mh'Ti 2mkTZ 2mk t: 

cos-h cos-h . . .— cos-cos- 

11 11 n ri 


2 in hr: , 2 mA tt 

Sin-h sin- 

n a 


2 Wl A TT 2 m A' TT 

sin-cos- 

n 11 


OEuures de C. — S. I, t, HI. 
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On aura (I’ailleurs : si n est impair, 

(i4) [—]; 

2° si n est divisible par 4, mais non par 8, 

/// — 1 

(in) U=(—0 ' 

3 ° si n est divisible par 8, et dc la forme 8(4^? -t- i ), la valour cD etant 
fournie par I’equation (lo), ou de la forme 8 ( 4 *‘ -+- 3 ), la valeur de O 
etant fournic par I’equation (12), 

1 

(16) !,„=(- 1) “ 

4° enfin, si n est divisible par 8 ct de la forme 8(4^^ -t- 3 ), la valeur 
de® etant fournic par I’equation (10), ou do la forme 8 ( 4 aj 4 -i), la 
valeur de ® etant fournie par I’equation (12), 



M. Gauss est parvenu le premier aux formules (11) et (i 3 ), qu’il a 
donnees eii i8o(, dans ses Recherckes arithmetiques [§ 356 ], pour le 
cas oil n est un nombre premier, mais sans determiner le signe du 
coefficient t,„, dont la valeur numerique sc reduit ii I’unite. G’est dans 
le Memoire intitule Summatio serierum quarumdam singularium que le 
meme geometre, en reprodnisant les formules (ii) et (i 3 ), les a de- 
duites d’unc methode qui lui a perrnis de fixer lo signe de t„,. 

Si, dans la valeur de p, quo fournit I’equation (9), le nombre m 
cessait d’etre premier ii n, alors, on vertu du tlieoreme II dc la Note 
precedente, la sommo alternec ®, quo determine la formulc (2), se 
reduirait a 

(18) 




® = 0; 
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et, par suite, on aurait simultanemcnt 

imhv: "xmli'-a ^mk-a ^mk'iz 

cos-1- cos-1- • •. — cos-cos-... = o, 

ri n n n 

. im Utz . 2 mh'tz . 2mkr. . 2 mk'T. 

sin-h sin-H. •.— sin-sin-.. . = 0. 

/I n n n 

Done, si Ton veut etendre les t'ormules (ii) et (i 3 ) au cas oii les 
nombres m et n cessent d’etre premiers entre eux, il suffira d’ad- 
mettre que, dans ce cas, la valeur du coefficient represente par i„, est 
nulle et verifie I’eqiiation 

(20) . i,„=o. 

Avant d’alier plus loin, nous rappellerons ici qu’en vertu des con¬ 
ditions enoncecs a la page 296 et a la page 297, les deux nombres 

I, n — 1=—I (mod.n) 

et, par suite, les deux nombres 

/, n — l = —l (rnod.rt), 

/ etant inferieur a «, mais premier a appartiendront a un scul des 
deux groupes 

h, h', h", ... el k, k', k", ..., 

ou I’lin au premier do ces groupes, I’autre au second, suivant quo la 
somme altcrnee ® sera determinee par la formule (10) ou par la for- 
nuile (12). Done, si I’on represente par 

h, A', A", ... on par k, k', k\ ... 

les seulcs valeurs de h ou de k inferieures a - alors, dans la somme 

2 

alternee (0 quo determine la formule (io),lesystemeentierdes valeurs 
de h pourra etre represente par 

A, A', A", ..., n — A, >1 — A', n — A", ..., 

et le systeme entier des valeurs de k par 



k, k', k", ..., n~k, n — k', n —kr 
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mais, au contraire, dans la sominc alternee ® que determine la for- 
mule(i2), le systeme eiitier des valeurs de h pourra etre represente 
par 

h, h' , /i", .... n — k, n — k' , n — k", 

et ie systeme entier des valeurs de k par 

k, k', k”, n — h, n — h', n — A", .... 

Comme on aura d’ailleurs generalement 

il est clair qu’a la place de laformule (2) on obtiendra, dans le premier 
cas, I’equation 

(21) ® = p''+ p'*’h- P~'‘-'-¥ . . .— p*— P“*— p ''’— p”*'—... 

et, dans le second cas, I’equation 

(22) ® = p*— p~*-i- p*'— p~*'h-. .. — p*+ p~*— p*'h- p~*’— — 

Par suite, on pourra facilement constater I’exactitudc de la seconde 
des formules (ii) qui se trouvera rcmplacee par une equation iden- 
tique, comme la premiere des formules (i 3 ), tandis que la premiere 
des formules (ii) se trouvera reduite a 

, imh% amh'-K imk-K • 2 .mk''K i : 

(28) cos-1- cos-H. .. — cos-cos-.. . = ~t,„ 11^, 

' ' n n n n 2 

et la seconde des formules (i 3 ) a 

, . imh% . 2 m/i''K . 2mkTz . 2nik'-K 1 ; 

(24) sin-1- sin- h... — sin-sin- .. . = -i„t« • 

' ' a n n n 2 

Des observations que nous venons de faire on deduit encore une 
conclusion qui peut etre aisement verifiee a I’aide des formules (i4)j 
(i 5 ), (16), (17); savoir, quo I’on a generalement 

( 25 ) 

quand la somme alternee (D satisfait a I’equation (10), et 

(26) I], , 
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qiiaiid la soinme alternee ® satisfait a I’equation (12). On pent aussi, 
a 1 aide des formules (i4)> (i 5 ), (16), (17), s’assurer facilement que, 
si I’entier w est decomposable on deux facteurs premiers ou non pre¬ 
miers [x, fx', Tequation 

( 27 ) mz= nn' 

4 

entrainera la suivante 

f/rt — £(X.i|jE'* 

Pareillement une equation de la forme 

(29) m = . . 

entraincraitla suivante 

( 3 0) • 

Soit maintenant N Ic nombre des entiers 

A, /c, l, ... 

inferieurs a n, mais premiers a n. Ceux d’entre eux qui ne surpasse- 

rontpas - n seront en nombre egal a —5 et, parmicesderniers, Ics uns, 

dont nous designerons le nombre par i, seront ceux que represcntent, 
dans les formules (28), (24).les lettres/i, A'..., tandisquelesautres, 
dont nous designerons le nombre par j, seront ceux que representent, 

dans les memes formules, les lettres k, k', _Cela pose, on aura neces- 

sairement 

(31) j+y _ —. 

D’autre part, dans la somme alternee (D, le nombre des termes affectes 
du signe ■+■ cst egal au nombre des termes affectes du signe —, par 

consequent a la moitiedu nombre total des termes ou a ^ N. Or, com me 

la somme alternee ®, lorsqu’elle verifiera la formule (10), olfrira une 
valeur determinee par I’equation (21), on aura necessairement dans 
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cette hypo these 

. N . N 

et, par suite, 

,5 , . . N 

(32) f=y = -. 

Des forinules (ii) et(i 3 ), ou (aS) et (24), combineesaveclesEqua¬ 
tions connues qui servent a clevelopper les fonctions en series ordon- 
nees suivant les sinus ou les cosinus des multiples d’un arc, on deduit 
aisement divers resultats dignes de rcmarque, et en particulier ceux 
que M. Dirichlet a obtcnus, a I’aide de scmblables combinaisons,dans 
plusieurs Meinoircs qui ont attire I’attcntion des geoinetres. Concevons, 
parexemple, quo Ton combine les formules (ii) et (i 3 ), on, ce qui 
revient au meme, les formules (10) et (12), avec I’equation 

j /O / \ 

' cos 

0 

-h 2 / COS- -\(u) dll , 



quo Ton deduit de la formule (77) de la page 307 (') du deuxieme 
Volume des Exercices de Malhematiqu.es, on y remplagant 

a par n, Xt, par o, X par a. 


et qui subsiste, pour des valeurs de a inferieures ii n, entrc les limites 
X = o, X = a de la variable x, dans le cas oii la fonction f(a:) reste 
continue cntre ces limites. Comme, on prenant 

(34) (0=^, 


on aura generalement 


cos 


2 m'K{x — a) 
n 


cosm(ii{x — u) = cos m (,) X cos m(,) ii + sin sin w w a, 


( 1 ) OJimres de Cauchy, S. IF, T. VII, p. 4 . 10 . 
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si Ton suppose la quantite a positive et superieure a « — i, mais infe- 
rieurea n, on tii'eracleIaformule( 33 ) jointe a laformule (lo) 011(12): 
1° on admettant que la somme alteniee cfi soit determinee par la for- 
mule (10), et que Ton ait eii consequence t.,„ = i„„ 


(35) 


1 

i [f (/0 + f(A')+• • • —f(^)— 



cosawt^ f(«i) du 


cos 3 COf( u) du H-...; 


2° en admettant quo la somme alternee cD soit determinee par la for 
mule (12), et quo Ton ait par suite i_,„ = — 


J /'* ^ ^ 

' smoi u ({u) du-h h f sin 2(ii u f{u) du 

0 dQ 

+ ta / sinSco« f(e£) . 

dn 


Lesformules ( 35 ) et ( 36 )supposent, eomme les formules (ii) et(i 3 ), 
que h, li, h", ... representent les diverscs valeurs de A, et k, k','k '',... 
les diverses valeurs de A, renfermees cntre les limites 0, n. D’ailleurs, 
on vortu dc I’equation (20), on doit, dans les seconds mcmbres des 
formules ( 35 ) et ( 30 ), remplaccr par zero le termc general i,„ de la 
suite 

tg, ta, • • • > 

toutes les fois quo Ic nombre entier m cesse d’etre premier a n. 

On pent rcmarquer encore que Ton a, pour des valours quelconques 
de CO, 


(3;) 


X 


a 

COSUlCx) u 


du 


sinmcot7 

/?ico 





sin mc^u du 


I — COS/M CO a 

m(i) 


Or, de ces dernieres equations, differentiees I fois par rapport a w, on 
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conclut; i° pour des valours paires do I, 


(38) 


f^'cos 


(— j)- y. / si a ni(i^a 


mci) 


sin da m 


(—J — 


m ol) 


2® pour des valeurs iinpaires de /, 


^ cos;nci)z^ du ~ 


(— i) - \ — cosmcDa 

-— — j 


(39) 


•>0 

/ + ! 

r" , . > (—0 ^ n; sinmaift 

/ sin /TICOM CZH = - T - Dio -) 

/ m' nib) 


la notation indiquant I dilTercntiations relatives a co. Cola pose, on 
pourra aisement fairo disparaitre les signes d’intdgration contenus dans 
los seconds membres des formules ( 35 ), ( 3 G), toutes Ics Ibis que f(a:) 
representera une fonction entiere do x, composoo. d’nn nombro fini ou 
memo infini de tonnes. Si cettc fonction entiere ost de plus une fonc¬ 
tion paire dea;, on tirera do la fortnulo ( 35 ), jointe ii la premiere des 
formules ( 38 ), 


^J[f(/i) + f(A'). 


f(/r)-f(A')-...] 


(4o) i =t,f(v^-il)co)ilI^4-(2f 

“ 

I + ^3 r 


Di 


2 W 

sinSwa 


3 c 


OU de la formiile ( 36 ), jointe a la scconde des formules ( 38 ), 




(40 


CO 


1, ({)/—; H_,, r( Vzii D«^ 


2 CO 


J — I '\ I — COS 3 CO a 

+ ‘■'1 V ”“ — k ;— 
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Si ail contraire ((x) est unc fonction irapaire de x, on tirera de la foi’- 
mulc ( 35 ), jointe a la premiere des formules (Sg), 


( 42 ) 


1 d nV- I [f(/0 + f(A'') f( A:) - f(/r') -...] 

1 y- kI— coscoa \l-“COS 2 COa 

A — » f r ^— I ij CO )-+ toll-D CO I - 

^ Ct) \ 2 / 2(0 

. (sj-^l ^ \l — cos 3 CO <2 

+ . 3 flv_D,j--- 


ou de la formule ( 36 ), jointe k la seconde des formules (dg), 


d nV- 1 [ft/O + +• • •- f(^) - -• • •] 


(43) 


f(\/— t Dw) 


Sin CO a 

CO 




D CO 


sin 2 CO a 

2 C 0 

sin 3coa 
3co 


All reste, Ics formules ( 4 o). ( 4 i). (d^), ( 43 ) sont comprises comme 
cas particuliers dans celles que nous allons etablir. 

Si, dans le second mcmbre de I’equation ( 35 ), on transforme les 
cosinus en exponentielles imaginaires, on tirera de cette equation, en 
prenant pour f(ap) une fonction entifere de x 


/i2[f(A) -H f(/i') -i-. . f(/t) - f(/-') -. . .] 

= t, f( y /—I Dut) f 

H-t)f(— \/ —iDco)^" c?m 4-ta f 

et, par suite. 


2 

v/=T 


dDoj^y* + 

-)'s: 




4 ) 


[r (/0 f(/i') -f-..r(/o - — • • •] 

m ti f( sj — 1 1) CO)--h t2 f 


ii f(- 


i/- 


0) \/— 1 

I. Deo) - :=^ -hhf{ — 


CO /— I 


2 

I 


2 


Deo 

D CO 


2 C 0 \/— 1 
g2Wav/“-l_ 1 




OEuures de C. — S. I, t. Ill. 
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Oa tirera au coutraire cle I’equation ( 36 ) 


nHf(/ 0 f(A)- f(/c')- 

du + u f 


sl-i 

= ‘if( v/— 

— tif(-v'~Dw) r 

•^0 

et, par suite, 


^ ^ — Dco^ J' afd<,-)-, 


2 

s/= 




[ — 


(45) 


ti f( \/—iDci))- 

• ti r(— \/— I Deo) 


CO 

j _ f3\jda\l~\ 


-...] 


H- £2 t ^ 

' Deo 

2 

+ ‘2 f ( 

'^Dto 

2 


^ g— 2 wa /—1 

2CO 

, _ e 2 wa/^ 

2 W 


-f-. 


On ne doit pas oublicr que les formulos (do), (42), ( 44 ) correspon¬ 
dent a Tequation (10), et les formules (4i). ( 44 ), ( 45 ) a I’equa- 
tion (12). Dans ces diverses formules, la quantite a doit etre non seu- 
lement positive, mais superieure ii « — i et infericure ii n. On peut 
meme supposer qu’ellc atteint la limitc n, et, dans cette liypotMse, 
apres avoir effectue les differentiations relatives a co, on verra le pro- 
duit cua se reduire a 2n:, et les exponentielles de la forme 


a I’unite. 

Pour montrer une application des formules qui precedent, concevons 
que, m etant un nombre entier quelconque, Ton pose 

et faisons, pour abregcr, 


(46) 


A„, = /i"' 4 - A"" H-... — A"" — A-'— - 


On tirera des foi’mules ( 4 o) ou ( 4 i), pour des valours paires de 7 n : 
I® en supposant (O' = n, . 


( 4 ?) 




Sin o )<2 


to sin 2 0)a 
2 2 0) 


t3 sinBoxr/ 
_ _ 


j 




NOTE XII. 


371 


2® on supposant cO* = — n. 


m 1 

(48) 


BS I 


ni — \ ‘•1 


I — COSO) a to 

W 2 


i — cos2&)<^ ^ ts I — cosSwa 

^ ot; 


2 W 


On tircra au contraire ties formules (42) et ( 43 ), pour cles valours im- 
paires do m ; i" cn supposant (O — n, 

/« —1 1 / 

Iir.\ / ' ,s A _nm/, I — coswfl t2 I — C0.S2W« tj I — cosSwa 

^ ^ ^ 2 6) 2'« 2&J 3 "^ 3(0 


2® cn supposant (0* — — n. 


(5o) (-0 = 


' sin CO (7 to u sin 3 ox? 


' W 2" 


2t0 


3 '“ 


D’ailleurs, O designant une fonction quclconque de w, on aura gene- 
ralcnicnt 

I)S(£0-‘.0) = £2I);i‘6) 4- ip !)“-'«-■+ iiiIpi^D2,£2J)r'co-> +..., 

ct, par suite, 

I)ff(a)->Q) zr:(- i)'» 4- --± 

Done, en designant par I un nombre entier quelconque, et posant, 
’apres les differentiations, 

2Tr 

a = Hf, w = —, a(ji} — 2 71, 


on trouvera, pour des valeiirs paires de m, 
si n / w a 


1)2 


1);: 




(2 7 T)'^ 




I — COS l(*)a 


3.4 • • ^2 3.6 . .. ;?i 


(27:)'' 


(2 7 T)'^ 


1 , 

■* 27: J 


( 27 :)- 


et, pour des valeurs impaires de m, 
si 11 /w a 


d;; 

1)2 


OJ 

I — cos/oaa 

CO 




[_ ( 2 Tr)''^ ( 2 Tr)"^”^ * 2 7 ; 

r 3 . 4 * • ,0 


(27:)'^ 


■ r- 


(2 7 T)" 




/n 

(27:)' 
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Done, si I’on pose, pour abreger, 


3i—Oj 4-^j . ., Sj — 


et generalement 
(5.) 


— ‘i -I- ^ ^ -t- -t- + • • •, 


on tirera dcs formules (47) et ( 49 )> en supposant CQ- —n : 1° pour des 
valeurs paircs cle m, 


. A "*+5 r »>■ H — 2)(»i —i)»i, 

(»■) 4 . = «» - 

2“ pour des valeurs impaires dc m, 


a. 3 .4... , 

(21T)"‘ 




(53) A,„_2« (27jP +-(27;)« 


"s' !• 


mais, en supposant c0*= — on tirera dcs formules (48) ct ( 5 o) : 
1“ pour dcs valeurs.paires dc m. 


( 54 ) 


2 7 r (an)'* ® 


3 . 4 ... 


(211)“ “ ' ''' ,(2 7r)"‘~' ' ' 


2“ pour des valeurs impaires de m, 


(55) ^„t = —2n 


1 , (m —!)in „ 

— -— 53 +...±: 


2Tr ‘ ( 2 - 7 :)“ 


2 .3.4 • •. /?i 

(2 71)'“ 


Ainsi, en supposant 03 - = n, on trouvera succcssivcmcnt 
(56) A(i=o, A| = o, Aj^^/i'-*, A3=-^/i% 

TT" 2 TT" 

tandis qu’en supposant (.D“ — — n, on trouvera 


( 07 ) Ao = o, A,=—^ 77 ^ A, = - 


5 iJ, a,= (£-4_V|,, 

TT \2 rJ n 
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J 

Comme on a d’ailleurs 

Ao= A:’» —... 

A| = A ■+■ h‘ H-... — k — k' —.., 
A 2 ==: A-++... — A2 — A'-—... 
A’+ A'5 + . A’— —... 


il est clair que les equations ( 56 ) ou (67; feront connaitre les diffe¬ 
rences qu’on obtient, quand du nombre des valeurs diverscs de h, ou 
de la sonime de ccs valeurs, ou de la somme de leurs carres, de leurs 
cubes, etc., on retranche le nombre des valeurs de k, ou la somme de 
CCS valeurs, ou la somme de leurs carres, de leurs cubes, etc. On 
conclura en particulicr de la premiere des equations ( 56 ) ou (57), 
c’est-a-dire de la formule 

Ao = o, 

que Ic nombre des valeurs de Ji est toujours, comme nous le savions 
d’avance, egal au nombre des valours do k. On conclura en outre de la 
seconde des equations ( 56 ) que, dans le cas oiicD verifiera la condition 

(02=/i, 

la somme des diverses valeurs de h equivaut a. la somme des diverscs 
valeurs do k. G’est au rcste ee qu’il etait facile de prevoir, puisque 
alors les valeurs de h etant deux a deux de la forme 

I, n — I, 

la somme de ccs valeurs doit se reduire, en meme temps que la somme 
des valeurs de k, au produit 

N _ 

22 4 

Ainsi, par cxemple, si Ton prend n = 5 , on auraN = 4 . 

® = p p*— p^— p^ 

A-h A'—I-t-4) A-h A'= 2 -H 3, 

h-\- h' = k + k'= = 5. 
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Pareillement, si Ton prencl n =21 =3.7, on aura N = 2.6 =12, 

® = p 4- p‘-t- p®H- p'^^ p'^ + p-"— p2— p8— pi»— pi>— p'®— pi", 
} i ^ h '+.. J + 4 + 5 4 - 16 4 -17 -f- 20, 

X- 4- A-' 4-. .. = 2 4- 8 4- IO 4- 11 4- 13 4- 19, 

A -I- /i*4-. ■. — /v A' 4“ • • • — ■->.21 — ^ • 

II importe d’observer que, parmi Ics valours do los sculcs quan¬ 
tiles 

5,, -'ij, 5 (j> 

entrent dans les seconds inembros dos Ibrrnulos (od), ot los seules 
quantiles 

. 13 , ... 

dans les seconds membres dos formules (07). 11 on rdsnlto quo les 
diverses valeurs do A„,, c’est-a-diro los divers tormos do la suite 

Ai, A., A3, A4, ..., 

sont lies entre eux par des equations do condition quo Ton obtiendra 
sans peine en eliminant 

eijj ... • 

entre les formules ( 56 ), ou 

'b, --ia, ... 

entre les formules (07). Ainsi, en particulier, si Ton suppose (D“= n, 
on trouvera, en vertu des formules ( 56 ), 

(58) A3=-/iA,; 

2 

ou, ce qui revient au meme, 

/i’4- /i'^4-.— Ar’—A:'» —. ..= |/,, (/js-|_ A'a x.2_ /p4_ 

On trouvera, par exemple, pour n = 5 , 

® = p 4- p‘_ p2- p3^ 

A 5 =i A3 = I 4 - 4»_ 2 » — 3^ = 3o — 3.5 

2 



pour 72 = 8, 
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(55 — p P‘ — p 3 -p 5 ^ 

^ 2 = I 4- — 3®— 5^ — l 6 , I -U — 3^— 5^13 J 92 3.8-^; 

pour n = 12, 

CO zn p 4- pl» — p 5 — 

A2” I 4 - 11 -— 5 -— 7-=: 48 , Aszzz I 4-1 13 — 53— 75—864 ziz 3 .12 

pour /I = i 3 , 

CO Z=: P 4 - p^ 4- p^ 4- pS 4- pio 4- p^2 — p2 — pS — p6 — p 7 — p8 — pll^ 

A^zz: t 4 - 3-4- 4 *“^“ 9-4- 10-4- 12^— 2^— 5 '— 6*— 7*— 8^— H^zzz 52 , 

A3zz I 4 - 3 ^ 4 - 4 ® 4 - 9 ^ 4 - JO® 4 - J2^ — 2*— 5 -— 6^—7*— 8®*— r I* = io [4 — 3 . i 3 —; 

pour n = 17, 

CO =:p 4 -p^-<-p^ 4 -p’ 4 -p^ 4 -p*® 4 -p^® 4 -p^®-~p®—p®—p®—p’—p*®—p^^ —p^* — pi\ 

A^—1 4 - 2*4 4 ’+ 8 * 4 - 9 * 4 -1 3 * 4 - ) 5 * 4 -16*— 3 *— 5 *^—6*—7*—10*—11*—12*— 14 ‘= * 36 , 
A3z=:j4-2®4-4^-h8’4-9®4- i 3 ® 4 -i 5 ® 4 -i 6 ®— 3 ®— 5 ®—6®—7^—10®—11®—12®— i 4 ®= 3468 zz 3 .17 

pour 71 — 21, 

(0 = p 4 - p^ 4 - p® 4 - P*® 4 - p*’^ 4 - P'® — P" — P® — p^® — p“ — p^® — p^®, 

Aazz: I 4- 4 ^ 4 - 5*4- j6* 4 - I 7^ 4 - 20*— 2*— 8* — JO*— II*— 1 3 *— 19®— j68, 

168 

A3= 1 4- 4’-!- 5 ^-f- 16’ + ly’-h 20’— 2’— 8’— 10’— II*— 1 3 * — 19* = 0202 = 3.21 — 

etc. 

Si I’on suppose, au contraire, (O'- = — n, on aura, en vertu des for- 
mules (57), 

(59) A^=nA„ 

ou, ce qui revient au meme, 

/;*—A'* —.. .= rt(A-4-/:' + ... —A —A' —...). 

On trouvera, par exemple, pour « = 3 , 

CD = p — p’, 

A, = 2 1 — I, Aj — 2* 1 — 3 . 1 ; 


pour n = 4. 


(D = p —p*, 

— A,=:3 —1=2, — A, = 3*—I = 8 = 4-2; 
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pour « = 7, 

(S =: p H- p- + p^ — p^ — p* — p®, 

— A, = 3 + 5 -+-6 — I —2 —4 =7. 

— Aj— 3 ^+ 0 "-t- 6 ® — I — 2 ~ — 4 " “ 49 ■" 7*7 > 


pour n = 8, 


CO =r p-h p®—p®—p"*, 


— Ai = 5 4-7 —I —3 = 8, — A2=5^-t-7=—I —3==64=8.8; 


pour n= II, 

tO = p + p® + p® + p® +• p® — p -— p® — p® — p® — p‘“, 

— A = 2 4-6 4-7 4-8 -t-io -xi — 3 — 4 — 3 — 9 =:ir, 

— A’= 2®4- 6 ® 4 - 7®4- 8 ® 4 -10®— I — 3 ® — 4 ^— 5 ®— 9® = 121 = u . 11; 

pour n — i 5 = 3 . 5 , 


C0 = p 4 - p^ 4 - p'’ 4 - P® —p’—p" — p'®—p'^, 

— A, = 74-h4-i34-i4—— 2 — 4 — 8 = 3o, 

— A,= 7®4-ii®4-i3®-i-i4='— I — 2 ^ — 4® ~ 8® =: 45o=:i3.3o; 


pour n = ig, 

(Q = p-t-p‘4-p®4- p° 4- p’ 4- p® 4-p'*4-p'®4-p'’' — p®—p®—p®—p'®—p'®—p*®—p'®—p‘° — p'*, 

—Ai=2 4-3 - 1-8 4-10 4-12-i-i 3 4-i4 4-i3 4-18 — i— 4 — 3 —6 —7 —9 —ii—16—17=519, 
— A,=2®4-3®4-8®4-io®-t-i2®-i-1 3®-)-i4®4-i3®4- 18® — i — 4 ® — 3 ®—6® — 7® — 9® — 11® — 16® — i 7 *=r 36 i 


pour n = 20, 

(©= p 4-p® 4-p’ 4 - p® — p“ —p'®—p”—p'“, 

— A,= ii 4 - 13 - 1 - 17 - 419 :- I — 3 — 7 —9 = 40 , 

— A,= n®-(-i 3 ®-i-i7®4-19®— I — 3 ®— 7® — 9® = 800 = QO.40; 

«tc. 

II est bon d’observer encore quo la valour dc-‘i,„ cst positive, etm^me 
orcUnairement renfermee entre tieslimites qu’il cst facile d’obtenir. En 
elfet, cette valeur qui, en vertu de la forniule 

(60) 9=1, 


pent etre rkluite a 

( 61 ) 
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sera eviclemment comprise entre les limites 


3 '" ' 


et 


■j rn ‘4 rn 


ou, ce qni I'cvient au meme, entre les limites 

’ + ^ + 3 ^ 2 ^ 3,,, 

Or, cornmc, en prenant m = 2, on a, en vertu des formules connues, 


+ ... . 


+ -i + i-t-i +... = ^_i, 6 /i 49 ..., 


il en resiiUe qiie et, a plus forte raison, .*53, sont positifs et 

renfermes entre les limites ' 


i,6449-*- 2 — 1 , 6449 * • Oj355i,... 

Comme, d’aiUeurs, les nombres de Bernoulli 


1 I I 

2’ 3 o^ 42^ 


verifient les equations 



_ 1 2Tr^ 

” 6 772’ 

_ I 2^7:^ 

3o 1 . 2 .3.4^ 

_ I 2 ® 7 r® 

42 TTTTsTJTsTo’ 


il en resulte quo. les quantites 

''^21 ^ 4 > ^6? 

sont respectivcment siiperieiires aux produits 

£ 2 TT- I 2=^7r^ I_ 

6 (. 2 ’ 3o 1 . 2 . 3.4^ 42 i.2.3.4-5-t) 


OEuvres de C. — S, 1, 1 . 111. 


48 
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et iaferieures aux differences 

I I I 2^7r® 

^ 5 1.2’ ^ 3o " 4^ 1.2.3.4.3 

Qnant a la quantite 

( 62 ) = + 

on pent seulemont affirmerqii’ellesera luillc oupositivc. C’est ce qu’on 
demontrera sans peine, coininera faitM . Dirichlot pour le cas oRnest 
impair, ii I’aide d'nne methodc de transformation qu’Eiiler a exposes 
dans le ChapitreXV de VInlroduclion a I’analyse des infinis, etque nous 
aliens rappeler. 

Piiisque la formule (29) entraine generalcmcnt la formule ( 3 o), il 
cstclair que, si Ton nomine 

6, y, ... 

ceux des nombres premiers qui ne divisent pas le module n, on aura 



Or, cette derniere formule, subsistant toujours, tant quo la serie com¬ 
prise dans le premier membre cst convergente, ou, ce qui revient au 
memo, tant quern surpasse I’unite, quelquepetite quesoitia difference 
m — 1, pourra etre etendue au cas memo oil I’on a m = i. On aura 
done, pour toutes les valeurs entiercs de m, et memo pour m = t , 



a, £, y, ... designant les facteurs premiers qui nc divisent pas m. Or, 
comme les facteurs, que renfermc en nombre infini le second membre 
de la formule (G4), sont tons positifs, il on resultc que. la valeur de »*'„ 
^ donnee par cette formule ne sera jamais negative. Kile nc pourra done 
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etro que positive on nullc. On a vu d’ailleurs que les valeurs cle 
etaicnt toujours positives pour cles valeurs cle m superieures a runite. 

Lorsqu’on a obtenu des limites cntre lesquelles se trouvent com¬ 
prises les quantites 

• • • > 


on peut en deduire d’autres limites entre lesquelles se trouvent ren- 
fermees ou les differences 


• • • 1 


OU des functions lineaires cle ces differences. Ainsi, en particulier, 
dans le cas oii Ton a (D = /z, on peut alRrmer non seulement que la 
valeur do 42 est renfermee entre les limites 




el 


2 — 


IT- 


mais encore, en vertu cle la formule 



que la valeur cle la difference 

As = /i2 A'2 -t-... — /f2 — A-'= -... 

est renfermee entre les limites 


el o,o 35 .. ./!* y^. 

Done alors la valeur cle A est toujours inferieure h^n^\/n. 
Ainsi, par exemple, on a, pour n = 5, 

A2 = 4<g5’\/5. 


.Les formules qiii precklent sont, pourlaplupart, cleduites de I’^aa- 
tion (33) qu’on peat encore ecrlre comme il suit r 


3nif , 
cos-- i(w) du ■ 


Cf '2TZU.. . , [\TiX 

Jo Jo Jo 

. r"" . 'Xizn , , . 1\1XX r., , , 

-h2Sin- / sm-f(f/) a/i-h 2 sin- / sin-f(i:i)aa-t- 

/i J, ^ Jo ' 
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et en vertii de laquclle la fonction f(a7) oii n {{x) se trouve developpee 
suivant les cosiiius et ies sinus des multiples de I’arc 

27 r, 2 ? 

n 

Or, on pent demontrer que, dans le cas oil la quantite a no surpasse 
pas la limite les deux parties du developpeinent, savoir : la sommc 
des termes qui reiifermcnt les cosinus des arcs 


et la sommo des termes que renferment les sinus, sont egales entrc 
elles, par consequent egales a la inoitie du produit nl‘(a;). On a done, 
pour des valeurs de a inferieures ou tout au plus egales a ^ /i, et pour 
des valeurs de x renfermees entre les limites o, a. 


(65) ^ni{x)=J'^ f (») ^» + 2 cos cos f(») du + 2 cos cos ^-- t’(K) du 

. 2TTX r" . 21tw . r" . . , 

2 sin- / sin-f(«<) rfu-H 2 sin- i sin--f(«)atM 

n J. n nj /i ' V 


(66) -/if(a:)=: 


et, en effet, pour obtenir les formulos( 65 ), (66), ilsuffirade remplacer 
dans les formulcs (109), (no), do la page 364 du dcuxieine volume 
des Exercices de Mathematiques ('), 


a par —, x par 0 , 


X par a. 


Or, dc la formule ( 65 ) jointe a ^equation ( 23 ), ou de la formule (66) 
jointe a Tequation (24), on tirera : i® en supposant co- = n, 


1 

I o 


(67) 


n^[{{h) + f(/i') 4-..f(/c) — f(A') - ...] 

r fl yy tl 

COSCiH^ r(i/) c/a-i- ta j C0S2C0M f( w) 


-h ia / COs3a)^^ f(//) -f-. 

^ 0 


(^) CEwres de Cauchy^ S. II, T. Vlf, p. /{tB. 
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:>8i 


>" (Ml jvUppiiMUlt «. 

I 

» i(r(A) f(A’)-...i 

, ii I t^inuu4({tt}ihf t it f \\n) till 

I J, 

I ♦*» 

I V 

«> tt 

|j(iiirvu <iuc la valctir il(» m saiit IdujmirH 


■iK 

ht 

n 


cl (|ti’cri hMtiiiil HcultMiictil c»t«[>lc lies valiMirn dc h on tic k itilcricurcs 
:i ' n, tuj iihicc tt cntrc la luuilc ** ct Ic iiomhrc cnficr immctlialcnicnl 

I * 

itifcricur a cctlc liitiilc. I.ch ctjuatiotiH ((I 7 ). ((18) no sunt cvitltMiimcnl 
antrc chii*.c tjuo !ci fucinulcs (’I.V), (3(1) olcntluos an oas ou Ton sup- 

picic Icti tjnaiilitcH 

A, fi, /r. k. A', A^ ... 


infcricuroH, non plus au nutiihro n, mais li la litnilo la tlcrnit'To a 

piiuviuit iillcintlrc ccttc lunito. Or, tie 00s fortnulos, par ties raisonne- 
incuU scnihlahlfHii ctnix tjtuit nous avous faitusago, on tltuluiraoiioorc, 
tlaus Ic can diuil tl s'agil, Ics ct|uatluus t )•*)« (1*)* ( 4 '^)' ( ( (i 4 )' 

( (*>); cl [»{ir Stull*, si run pose dans lo uioiuo oas 


(rK,5 A... /!«• f/r'" I ... • A'" »A'**..., 

c'cst.ji.dirc SI Ton rojirt*souto p 8 r$«, la partio do A«, qui rnurcriuo divs 
valours do/i ot do 4 - inforiouros it ^ «. on trouvora. pour doa valours 
pairesde m i t" on stippnsaut^t* n. 


1701 



$ 


l»«. ( 4,—-™ 







iitn 3 r*)n 





382 


MEMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


2'' en supposant cO* ~ — n. 


, , , 'x I K „,„/ I — coswrt u I — cosawrt - i — cosSwa 

(70 (-O--«-0m=R<.(L-+ ^+ ^ - 


On trouveraau contraire, pour des valeurs impaires dew : i° en sup¬ 
posant cD'=n, 


, , , ,^^7-^1 r^.„/ I —coswa (» I —cosawa ts i — cos3w« 

(72) (-0- -«^o,„ = r)S W-+ ^ - 3^; - 


2° on supposant (O- = — n, 


/ 9 N / xT" ' 5^ ^\m( sinooa u siiiawa t, smSwa 

( 73 ) (—0 -rt <)„,=; DS hi-h—- h xz —5 - 

/ 2 V CO 2 "' 2 CO 3 "' 3(0 


On ne doit pas oublier quo, dans ces dcrniercs formutes, tout comme 
dans les equations (C7), (68), la quantite a doit etrc renrermeo, cntre 

la limite superieure qu’clle peutatteindrc, otle noinbre enticr ' ' 

on - — I iinmediatement inferieur a cctte liinitc. 

2 

Concevons en particulier que Ton prenne 


n 


en substituant cette valeur de a dans les expressions dc la forme 


„,„sin/coa I — cos/(.)rt 

j 

CO 03 


apres avoir prealablemcnt effectue les differentiations relatives a co, ron 
trouvera, pour des valeurs paires de m, 


sin /03 a 


Cl) ^ Va 


/^\/n+i / 2 . 3 ., ./n , . ,m 


-H. . . ib 


CO \^ / L ^ \ 
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ct, [»iur tlfs vnt«'iii‘s iiiniain'ri ih* m. 


^ sill 

. 1 n ■. * 

'1 1 

.J. . ,/ll 


8 t >M ^ 

- 


' *»» 

ii / 


in 


/I <• 1 1 t 


* ./II 

hi 

\ 1 

»®«s 

» y 


tn , I.. Ml ,, , I , ^ 

TT"* * T. ) 

,j 1.1.3...Ml 3..'|...MI , 






Ihiin'. run jiuM'. jHiiti’ nltri'|!;e*r. 


I I ’ , * 

II 11 -? Y 


1 . 

*» -1 ♦ ji 


I't UlMlfr.lllMIHMll 

I. 7.1 ) 


I * 1?. -u -ii. ii« 

jm Tm 


cut tiriTJt tlf;' furmiilfH < 70) I’l (7''4), Mi jiUjipoMtiil ui’ /I: I" pour do 
valourn pairi'H do m. 




«’ Ml iM +-..,±a. 3 ...Mi^ ; 


•i" pmir do*» vidours hiijiiiiroH do m, 

(7'*» '5„. {/« ^...±i.a.3...Ani!2ii^^ 

matHon Mipjicoiiuit cm tirora dosfi»rmulos(71)01(73): j"poiir 

doH valour** jiairo** do m. 


a" }Miur loH valours ittipairo?* do w, 

*!"• ("I '*’I « it«. li 


|Mi Owip ^ 


Aiii»*i. oil -^ujijiioiaiit o* zssft, mi trmivora Huooosatvontonl 
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tandis qii’cn supposant ®- =n, on trouvcra 


(So) Oo= 


2 n 


.. _ ‘ L + '-'Ss 

- I y — --- 

2 TT’’ 


Comme on aura d’ailleurs, en tenant compte seuleinont des valeurs de 
A et de ^ inferieures a - n, 


5,= A - 1 - A' /t' —.. 

a,= A^-t- A'2 +... — A2- .., 


il est clair que les equations (79), (80) fcront connaitrc la difference 
i — j, et celles qu’on obtient quand de la somme des valeursde A infe¬ 
rieures a ou de la somme do leurs carres, etc., on rctranche la somme 
des valeurs de k inferieures a^j ou la somme do, lours carres, etc. La 
premiere des equations (79), c’est-a-dire la formulc 

§,,= 0 ou y=:0, 

s’accorde, comme on devait s’y attendrc, avec I’equation (3i). 

Avant d’aller plus loin, obscrvons quo, les quantites 

L> Ij) Ij> • • • > 


ou les diverses valeurs de I,„, sont liecs aux quantites 

3 ,, , 


c’est-a-dire aux diverses valeurs do par des equations qu’il est 
facile d’obtenir. En effet, comme on aura generalomont 


et par suite 


4//I. —* ^2 ^ini 

^ 1 . ^6 , _ ^ / *1 1 \ 


on en conclura 
(81) 


• L«= (I - 3 


m—l / 
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(hi aura dmu' 

1 | i l l, 1 1 ,, I), ^1 I ^5, 1 | . - Y j Aj, . , .. 

AjmitmiH ijui*. i«, SI* rihtuiHanl tmtjuufH ii rtiat' dt's trois quantity 


li‘*> vali'ttrs (It* 


1 , ti, I I, 


HCftMil. 1*11 viTlti ilfH lurmtili's (H'.*), ipianliti'Hjiositivt's, Imittuunmo 
li's \ali'tir*i ill* 

:% A 

*1* n 4 » 1 . • » 

(.hiaiit a la quaiiliti* 1,, lifi* ii par lu lurtiialr 

I, M iji-'i. 


Hi*fa mi mi millr.ainsi ijui' a,. t*t juiurra ttii'mc* s’rvanouir, 

sau> qiii* A, H’i*vanmui»-ii’. avin* !c» fartmir i —>4j, l(tri4qu‘un aura 

I. 



tjui -iuppmii* /t tinpair 4't ilr la fnrtiu* H.r i mi H r+• 7, Suppiiaoiis 
1*11 partii'uliiT n i!»' la furnM* H.r +-7, «•( rompiHi* ilr factpurii impairs 
iiirgaux. (hi aura 

. /I, 

I'l rmiitui* aliir'i I, s’rvanmiira, aiiisi qtiu i --t,, la swuimk* das I'or- 
miili***« Hi» I iIiimuTa 


Hn par r\riiipt«% ficiur n -.7. 

plllirfl in 


t t ^ 


till tr$ ¥ik»iirH «h» I,,. I|, I|* eiqua- 




i' -■ •■■■ S: {„ I* l|l» 
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tions (82), on trouvera, en supposant c0* = n. 


( 83 ) 3 o = o, = = 

(84) do— (2— to) — ^ , dj— —- )r, dg— -Q- “-Q- i 

TT 27T \b 7r o TTs/ 


Lorsqu’a la premiere des equations (79) ou ( 83 ) on joint la pre¬ 
miere cles equations (79) ou (84), on arrive a cette conclusion remar- 
quable que la difference 


do OU i—j 


est toujoiirs niille ou positive. On pent done enoncer la proposition 
suivante : 


TuEom^MR. — Supposons que, p etant une des racines primitives de 
Inequation 

r= I, 

la somme alternee 

CD zz:: H- -H . . . — — p^’', 

virifie la condition 

(D^ = ±.n 

el que le groupe dnexposants 

h, h\ h\ ... 

renferme Vunite. Si les entiers inferieurs a /z, mais premiers a sont eu 
nomhre egal a i dans la groupe h. A', h"^ et en nombre egal d J 

dans le groupe k, k, k', .. la difference 

* I —J 

sera toujours nulle on positive^ el ne cessera d'etre nulle que lor$qu* 0 n 
aura 

(D"-izz—/l. 

Les quantites 

^ 3 ) ^ 4 , • • • 

sont evidemment liees non seulement entre elles, mais encore avec im 
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Ai, A2, A3 Ai, . • • > 

par des equations de condition qu’on obtiendra sans peine en elimi- 
nant 

32 , 3 *, ... 

entre Ics forinules ( 56 ), ( 83 ), ou en eliminant 


3,, 33 , ... 

entre les formules (Sj) et ( 84 )- Ainsi, enparticulier, on tirera des for- 
miilcs ( 56 ), ( 83 ), en supposant (0^ = n, 



2 


Oil, ce qui rcvient au memc, 

(86) o\ A, 

i| ' ^2 


4 3 

———— 3j, A3 = — nAi', 


et des forinules (67), (84), cn supposant o* = — n, 


(87) 


2^1 _ ^ ^ 

[ — u a — u ’ « ’ 


OU, cequi revientau meme, 


( 88 ) 



n 

2 


(«■—y). 



Ajrr:— 



Dans I’application do chacune des formules (87) ct (88), on doit 
distinguer trois cas correspondant aux trois valours 


— 1, . O, I 

que pent acquerir la quantite tj. Ainsi, en prenant pour n un nombre 
impair, on tirera de ces formules : 1“ lorsqiie n sera de la forme 

8a; + I, 

Aj = — |/l 3 ,. 


i 


(89) 


A3 — — 2 ^ 
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2° lorsque n sera de la forme Sa; -f- 3 , 

(go) 3~^ > 

3 “ lorsquesera do la forme Sa?-f- 5 , 

0/0 
(gi) i52=^«3i, ^5 = — 5 ”^*’ ^3~— 

4“ lorsque n sera de la forme S.r -h 7, 

(92) ^, = 0, Aj=—/i(t—y), = — 

Au contraire, on preiiant pour n un nombre pair, divisible par 4 ow 
par 8, on tirera des formules (87) et (88) : 1“ lorsqii’on aura CB* = n, 

(93) ^^ — —ndu A 3 = — 


2“ lorsqu’on aura (D- = — n, 

(gi) = Ai = —rt— 



On verifiera aisement ces diverses formules dans Ics cas particuliers, 
et Ton trouvera, par exemplc : pour n = 17, 


i = —6, 


A2=i36 = - 

3468=-2 


,=-34 = p.. 


4 n 


pour n = II, 



pour n — 5 , 
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pourn=7, 

‘ = 0 7 = 0. *— 7 = 1. 

5,= 0, Ai=:—7=—rt(t—/), Aj = —/l9=z:— 


On trouvera pareillcinent: pour n = i3, 


i5i = —5, 5j=—39 = ^«5 i,- A2=52=— 

J t) 


A 3 = ioi 4 =— ; 


pour n= i5 = 3.5, 


i = 3, 7=0 ‘—7 = 2, 

3, = o, A =—3o=— n{i — /), Ajrz: —45o=—— /); 


pour 71 = 21 = 3 . 7 , 


0 = — 10 , 


3 4 

2 = —i26 = ^« 5 i, A8 n=i68=—^”^0 

A3 3r:5292:ir— 


Si Ton attribuc a n, non pigs des valours impaires, mais des valours 
paires, on trouvera : pour 77 = 4 , = — 4, cD = p — 


i = ), jz=o, t— 7 = 1 , 


‘—7 


‘—7 


Aj=—8 = — /i' 


_ ^ -7 ■ 


pour 77 = 8 , (D“ = 8 , (D = p +• p'' — p’ — p' 


5 ,=—2, 5 , = — 8 r=- 3 i, A2 =:i 6=:—/l 3 i, 


A3 = J 92 = — -/7’5,; 


pour 77 = 8, (D- = — 8, ® = p 4 - p’ — p’ — p^, 


7 = 2, 7 = 0, ‘—7 = 2, 


5i = 4 = 7‘“~7^> Ai=: —8=—n 

4 2 


‘ -7 


‘ —7 


64 =-77’^— 
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pour «= 12., 

(5,=—4, —24 =^^1, ^2=48=—«(J„ 

3 

864 =—-n-(5,; 


pour rt = 20, 


*■ = 4 , J = o, «■—,/■ = 4 , 





Les cliverses formules etablies clans cette Note comprennent les for- 
nuiles du ineme genre trouveos par M. Diriehict. J’ajouterai que les 
equations de condition par lesqucllos se trouvent lies les uns auxautres 
les termes des deux suites 



peuvent etre demontrees directement, et cl’une maniere tr^s simple, 
comme je I’ai remarque dans un Memoire que renlerment les Comptes 
rendns des seances de tAcademic des Sciences, pour I'annie i 84 o (i®‘’ se- 
mestre, page 444) (')• 


« 


NOTE XIII. 

sun LES FOltMES QUADRATIQUES DE CEnTAINES PUISSANCES DES NQllDnES PREMIERS, 
OU DU QUADRUPLE DE CES PUISSANCES. 

Soient : 

p un noinbre premier impair; 
n un cliviseur de ju — i; 

A, k, I, ... les en tiers inferieurs a n, mais premiers a n; 

N le nombre des entiers h, k, I, ; 


(‘) (Xmres de Cauchy, S. I, T. V, p. \!\i. 
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p une racine primitive de I’equation 

(l) 

el supposons les entiers 

/i, k, I, ... 

partages en deux groupes 

/*, h', h", ... et k, k', k", ..., 

de telle maniere que la somme alternee 

(а) ffi = p*H- ... — p*— p*' — p*' —... 

verifie la condition 

(3) ©*=:±n. 

Soient encore : 

0 une racine primitive de Tequation 

( 4 ) xP=i; 

t une racine primitive de requivalence 

( 5 ) (mod.ja), 
et de plus 

®A) ®k> 0/) 

des expressions imaginaires determinees pardes equations dela forme 

(б) 0^=0 + p'0'-)-p5/0'’H-.. .4-p"’-”'e"’"’. 

Aux deux groupes 

h, h', h“, ... et k, k', k", ..., 

entre lesquels sc partagent les exposants ou indices 

h, k, 

correspondront deux groupes 

0//. 0//) 0A''> • • • el 0A> 0A> 0A"j • • •» 
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cas, 

(17) 

et dans^le second cas, 

(. 8 ) = 

Mais, comme dans Ic second cas, n etant pair et de Tune des formes 

4v'8v'v"..., 

^ ne pourrait devenir impair que pour la scule valeur 

/t = 4 , 

dont nous faisons ici abstraction, il ost clair quc la formule (18) se 
reduira elle-memo a I’equation (17). 

D’autrc part, comme on tire des equations (8) 

( 19 ) 2 l = A-+-BA, 2 J = A — BA, 
par consequent 

4IJ —A^-B^AS 

il est clair qu’en ayant egard a I’equation (7) et a la formule ( 3 ), on 
trouvera 

N 

( 20 ) 4 p= = A='—B 2 A"-=A=±: rtBL 

Pour que la condition ( 3 ) se reduise a 

( 21 ) (S)- — n, 

il est neccssaire que les facteurs premiers et impairs du nombre n 
etant inegaux entre eux, ce nombre soit do I’une des formes 

4xh-i, 4(4x4-3), 8 ( 2 x-i-i). 

Mais alors, en vertu du theoreme 1 do la Note IX, I designant un 
quelconque des entiers renfermes dans les deux groupcs 

h, W, A", ... el k, k', A", ..., 
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les deux termes 

I et Ji — I 

appartiendront au meme groupe. Done alors, en vertu des equa¬ 
tions (7), jointes a la formulc (i 5 ) ou (16), on aura 

N 

( 22 ) I = J =± / 2 ‘, 

savoir 

( 23 ) 

si I’un des deux noinbrcs j est pair, et 

( 24 ) I=zJ= —/)% 

N 

si les nombres cj et — sent tons deux impairs, ce qui suppose n = 4v, 

4 

V etant un nombre premier dc la forme /|X -l- 3 . Alors aussi Ton tirera 
des forniules (8) et (22) 

N 

(20) It =: O. 

Ccs dernieres valeurs de A,B satisfont effectivement a la formulc (20). 
Pour que la condition ( 3 ) se reduise ii 

(26) = — n, 

il est necessairc quo, les facteurs premiers ot impairs du nombre n 
etant inegaux, ce nombre soit de I’unc des formes 

Nommons alors la plus haute puissance de p qui divise simulta- 
nement A et B. On aura 

( 27) k = X, It — p'‘'Y, 

X, y designant deux quantites entibres non divisibles par p ; et, en 
posant 



( 28 ) 
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on verra la formule (20) se recluire a la suivanto 

(29) 

11 s’agit maintenant d’obtonir les valours dcs exposants A, p.. On pout 
y parvenii' a raklc des considerations suivantes : 

Comme nous I’avons observe page 112, on a generalement 

en sorte (pie les formules (12) donneront 

(00) ] 

( j = -R/f.A'R ah-*',A" RAH-/.-'+/i-",A'"...- 

Or, dans chacnn dcs factenrs qui coniposent les seconds niembres de 
ces dernieres, on pent immediatement reduirc les deux indices places 
au bas de la lettre R a des noinbres 


repr(3sent(?s par des termes de la suite 

o, I, 2, 3 , ..., a — I. 

On pourra nieme, en vertu dcs formules (10) (d (12) do la Note I, 
remplacer le facteur 


par lorsque la sonime dcs indices I, I' sera le nombre n, et 

par — I, lorsque I’un des indices s’( 3 vanouira. Ca'. ii’est pas tout, lorsque 
h, h', etant positifs I’lin et I’autrc, olFriront pour sonime un nombre 
different de n, on aura generalement, en vertu do, la formule (i 3 ) de la 
Note 1 , 

pi 

Oil, ce qui revient au meme, 

(3i) —/a; 
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fit, com me (les deux sonunes 

I T, (/i — Z) + ( IX — l! ) rz: 2 IX — (I -|- V ), 

rcufermecs entre les limites o, 2«, il y on aura toujours uue comprise 
eiitre les limites o, n, I’autre etant comprise entre les limites n, 'in, il 
resulte dcs equations (i4) et (i 5 ), jointes a I’equation (17), qu’on 
aura toujours 

F G 

(32) I=/2/^, J =/;«■-, 

on, ce qui revient au meme, 

(33) 1G=:/2/F, JF^/j^-G, 

f, g designant deux nombres entiers propres a verifier la condition 

ct F, G des prodnits composes avec dcs facteurs de la forme 

E/.r 

dans chacun desquels on pourra supposer les indices /, I' tons deux 
inferieurs a n, et lour somme / + /' renfermee entre les limites ji, in. 
Si d’ailleurs on substitue dans les formnles ( 33 ) les valeurs de I, J 
fournies par les equations (19), on aura identiqiiement 

(34) (A-+-HCD)G =2/)/F, (A — B®)F = 2/?^(J, 
ou, ce qui revient au memo, cu egard aux formulcs (27), 

(35) H-:'(£))G = 2/2-^F, — y(D)F = 2 /)'*'G. 

On aura done par suite 

(36) /)^“'“(a; yCO)G — 2/5''’“"'F, /5^-“"‘'(a: — /(£)) F=: 2 G, 

m, m' etant deux entiers que Ton pourra reduire, le premier au plus 
petit des nombres 

/, 
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le second au plus petit cles nombres 

’ O’ 

afin qae chacnn dcs exposants 

A — m, f — m, 1 — m', g- — m' 

soit mil ou positif. 

Avaiit d’aller plus loin, nous ferons unc observation iinportante. Les 
forinulcs ( 33 ), comme toutes celles d’oii dies sont deduites, et par 
suite les fornuilcs ( 3 G), offrent cliacune deux ineinbros representes 
par des fonctions entieres de p qui sont idontiquement les memes, 
quand on reduit I’exposant de cliaquc puissance do p a Tun des en- 
tiers 

o, I, 2, 3, ..., n — 1 , 

ou qui du moinspeiivent alors etre transforines Tun dans I’autre a I’aide 
de la seule equation 

1 + p -t- p’ -h p® H- . . . + p“-’ =: O. 

Done, apres les reductions dont il s’agit, la dilferenco entre les deux 
mernbres de chacune des forrnules ( 3 G) sera le. produit d’un nombre 
enticr par le polynomc 

(37) I + p 4-p’+p^-+-.. .-I-0"-^. 

D’ailleurs, reduire, dans unefonction entiere de p, I’exposant de chaque 
puissance de p a run des nombres 

O, 1, 2, 3, • * •, ^ > 

ou, ce qui revient au incme, remplacer 


p". 

p^«, 

p»", 

par 

p«=. 

p > 

p'"^‘, 

p’"+‘, .. 

par 

P. 


p=»+b 

p^'‘+b .. 

par 

p-. 

* • * ♦ » 

P'""S 

. , . . y 

. . . . J . . 

par 

p“-b 
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c’est ajouter aux clivers termes tie la progression aritlirnetiquc 


P'S 


• • * P' 

» P ’ P » 

• • • P J P > P » 

les 1 

:liff‘erences 







i — P'S 

P — 

p2 — 

P ) * * • > 



r —p2'S 

p _ p2«+l^ 

P^- 

P » • • • J 



I - p*«, 

, p - p-’"-*-', 
. . 

P'- 

«3/i-h2 

■ P y • • • 1 

respectivement eg 

ales aux produits 




I 

-P% 

p(i — p"), 

p"'(i 

-p"), •••, 


I 

-P^'S 

P(' — P^")> 

p^(. 



I 

- p3'S 

p(i —p’"), 

. 9 

p''(| 


qui 

tons out pour 

faeteur le binome 




r 

-P"=: 

(i-p)(H-p 

H-P* 



ct par consecjuent le polynome (37). Done, en definitive, danschacune 
des formules ( 36 ), la difference entre les deux membres sera toujours 
unefonction entiere de p, qui, avant reduction, aura pour facteur le 
polynome 

p" — I 

j j p j p2 . j I ■ pH*“l " , 

r r * * * K p — 1 

Done, si dans ces formules on remplace la racine primitive p do 
I’equation 

par line racine primitive r de I’equivalence 

.2:'*= I (mod/>), 

les deux membres de chacune d’elles offriront pour difference une 
fonction entiere de r qui aura pour facteur le polynome 

/•« — I 

( _i_ _i_ ,.2,.n-i—-= (J (mod.»); 

. ;• — I 

et comme dans cette difference les coefficients des diverses puissances 
de r seront des entiers, elle clevra, ainsi que le polynome 


f H- /• -I- ■ -H. . . -H 
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etre equivalente a zero, suivant le module p. Done, si Ton nomme 


ce que deviennent 


cD, F, G 


quand on y remplacc p par r, Ics formules ( 3 G) cntraiiicront les sui- 
vantes 

( 38 ) y^)q = 1 p''-~'“'{x —yo)-T = 2(j (mod./)), 

dans lesquelles on devra, eu egarcl a (’equation (2), supposer 
(Sg) § = r'‘■+■ r'’’. — /•*—/■*' —... (mod./)). 

D’autre part, I’eqaation (26) pouvant s’ecrire eomine il suit 

(p*+ . . .— p/r— pk'— . . .y — — n, 

on tirera de cettc equation, en y remplagant p par r, 

(/•*+ /■*'+•... — r*— —.. .y~ — n (mod. p), 

ou, ce qui revient au memc, 

(4o) o- = —II (mod./)). 

Done le noinbre entier 0 sera premier a p ; comme, dans (’equation (29), 
les quantites x, y ne sont, ni I’une ni I’antro, divisibles par/.), on 
pourra en dire autant de la somme 2/1 et de la dillerence 2jo des 
deux binomes 

icH-yd, X — yS. 


Done de ces deux binomes I’nn an moins sera premier a p. (ioncevons, 
pour fixer les idees, que ce soit le seeond x — yo qui remplisse cetto 
condition. Comme, en vertu des principes exposes dans la Note V 
(p. 19G et suiv.), les deux quantites .f, (J soroiit elles-mcmes pre¬ 
mieres a /), il est clair que, dans les deux membres de la seconde des 
formules ( 38 ), les exposants de p, savoir 

X — m', p — m' 

lie pourront s’evanouir I’un sans rauLre. Or, e’est precisement ce qui 
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arriverait si, les nombres Tv, ^ etant inegaux, on prenait le plus petit 
pour valeur dc m!. Done, lorsque cc—yo est premier a p, la premiferc 
cles formules ( 38 ) entraine la condition 

l = g. 


Mais alors, en posant, dans la premiere des formules ( 38 ), 

m — m' — g, 

on en conclut 

f—g = o ou f—g>o, 
suivant que le binome 

X -h yS 

est ou n’est pas suppose premier a p. Done, si le binome 

x—y§ 

est premier a p, les formules ( 38 ) entraineront la condition 

Pareillement si le binome 


etait premier a p, les formules ( 38 ) entraineraient la condition 

Ainsi, dans tons les cas, \ devra se reduire au plus petit des deux 
nombres 

f> S' > 

et comme, en vertu des formules (28), ( 34 ), on aura 

(4i) 2 X, 

il est clair que p. devra se reduire a celle des deux differences 

/—s< s—f 


qui sera positive, par consequent k la valeur numerique dela difference 


OEuvres de C. — S. I, t. III. 


DI 
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f ~ g. All reste.cette difference clle-memepentetre, dans tons lescas, 
facilement determinee comme if suit: 

Posons pourabreger 

(^2) P = RA,AR/i',/('••• ) Q = R*,*Ra-%A'-• • , 


on, ce qui revient an meme, 


( 43 ) 


P — 


02/1 ©2 A'• • • ’ 


Q = 


02 * 02 /.' - • • 


On en conclura, eu egard aux formules ( 7 ) ct(3o), 


( 44 ) 


P _ P 02*02/,'. . . 
0 ~ P 02 A 02 A'...’ 


( 45 ) 


PQ 


D’ailleurs, en vertu des theoremes 3 et 4 cle la Note IX, on trouyera : 
1 ° en supposant n de la forme 8 x -t- 7 , 

02A 02 /1'- • . = 0*0*'. . . = b ©2i 02//. 0A —J; 


9 .° en supposant n de la forme 8 x -t- 3, 

02A 02*'. . . = 0*0*'. . . = J, 02* 02*'. . . = 0A0A' ■ . .= 1; 

3° en supposant n divisible par 4 ou par 8 . 

02 * 02 *'. . . — 02 * 02 *'. • . • 

Done les formules (.43) et (44) donneront : i" si est de la forme 
8 x 4 - 7 , 

(46) P = l, Q=.L 

2 ° si n est de la forme 8x4-3, 

12 j 2 p 1 » 

( 47 ) P = j> Q = X> ^ = 

3" si n est divisible par 4 ou par 8 , 

P _P 
Q~.P' 


(48) 
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Concevons raaintenant quo, parmi les entiers premiers a ra, mais infe- 
rieurs a on distingue ceux qui appartiennent au groupe 

h, h'. A", 


et dont le nombre sera designepar i, les autres, dont le nombre sera 
designe par j, formant une partie du groupe 


On aura evidemmcnt 
( 49 ) 


h. k', k", 


<■+] 


N 

2 ’ 


et, par des raisonnements semblabics a ceux dont nous avons fait 
usage pour etablir les formules (da), on trouvera, eu egard a I’equa- 
tion (45), 

(5o) 

U, V, designantdes produits composes de facteurs de la forme 


dans chacun desquels on pourra supposer les indices I, /' tons deux 
inferieurs a n, et lour somme /+/' renfermee entre les limites n, an. 
Or, les formules (3a) et (5o) donneront 


(5i) 




Q 




.y£!. 

V* 


D’autre part, si Ton designe par 

I2, 


comme dans la Note precedente, une quantite qui acquiere la valeur 

— I OU I ou o. 


suivant qu’on aura 



ou 


^ O 


(mod, 2 ), 
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les formules ( 46 ). ( 47 ). ( 48 ) donneront 

P R 

( 5 .) Q-J,. 

la valeur de e etant 

(53) £ = 2 — <5. 


Cela pose, les formules (5i) et ( 62 ) donneront 


. . U‘‘‘ 

S’) — — - - 


ou, ce qui revientau meme, 

(54) p%if-s) I^ 2 EV 2 = /)‘'-^'G=6Ui; 

et par suite 

(55) 

m etant un nombre entier quciconquo. 

Imaginons maintenant qu’on remplaco p par r dans les deux mem- 
bres de la formule (55), et soient 

ce que deviennent alors U, V. Les quantitest?, '<?scront non sculernent 
entieres, mais premieres apaussi bie.n que §, (/; ct de meinc quo les 
equations (33) eutrainent les formules (38), do memo la formule (55) 
entrainera la suivante: 

(56) y.je(/-s)-«.f«T;)2=/y-y-'«q2ev)ii {mod. p). 

Or, dans la formule (56), eommedans cluicuuedes formules (38), les 
deux exposants de p ne peuvent s’evanouir I’lirf sans I’autre ; et, puis- 
qu’on pent reduire I’un d’eux a zero, on prenaut pour m le plus petit 
des nombres 


il faudra que ces deux nombres soient egaux et qu’on ait 

(5?) «■—y = £(/—4"); 
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par consequent 
(5S) 

D’ailleurs t, toujours positif, se reduit a 

I, 3 OU 2, 

suivant que n est de la forme • , 

4x-f-3, 4 xh-i ou 4x, 

et, en vcrtu de ce qui a ete dit dans la Note precedente, la difference 
i—j, quand elle no s’evanouit pas, est toujours positive. Done, la dif¬ 
ference f—g ne pourra jamais devenir negative, et I’equation (4i) 
donnera toujours 

( 59 ) P=f—g=^-^- 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

Theoreme. — Le degre n de I'equation binome 

dont p designe une racine primitive, et la somme alternee 

® p*’-)- p'‘"-h. . .— p*— p*’—p*'. . . 

etant supposes tels qu’on ait 

®2 = —«; 

si les exposants do p premiers a n, mais inferieurs a ^ n, se trouventen 
nombre egal a i dans le gwoupe 

h, A', A", ..., 

et en nombre egal a j dans le groupc 

k, A', F, .... 

on pourra satisfaire, par des valours entiferes de x., y, 4 I’equation 


4/>r-= a:’-I- ny^, 
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pourvu qii on prenne 

quancl n sera cle la forme 8 x + 7; 

quancl n, sans etre egal a 3, sera dc la forme 8x -1- 3 ; et 

— ini 


quancl n, sans etre egal a 4, sera divisible par 4 ou par 8. Si nse r4dui- 
sait a I’lin des nombres 3, 4. alors (cn vertu cle co qui a ete clit dans la 
Note IV) on aurait simplement 


p. = i. 


Pour verifier fexactitude du theoreme qui precede, dans le cas par- 
ticUlier oil I’on prend pour n un des nombres 3, l\, il suflit d’observer 
que Tequation 


reduite alors a la forme 
oil a la forme 


p — 


[\pi=. 3 /^, 


\2 


‘4;? OQ \ 2 / ^ 

coinciclera, pour 7z = 3, avec la forrnulc (no) dc la page i63, quand 
on posera a; = A, y = B, et pour n = 4. avec la formule (pd) de la 
page 153, quand on posera a? = 2 A, j — B. 

Si, dans le theoreme qui precijcle, nous n’avons pas fait unc mention 
speciale du cas oii Ton aurait 

ft = 8 , cD’ = — 8 , ® =: p 4-p®—p®—p’, 

et oil la condition (lo) cesserait d’etre verifiee, e’est qu’en vertu des 
principes etablis dans la Note III on peut encore, clans ce cas, resoudro 
en nombres entiers I’equation (29), en prenant (j. = i, et que cette 
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derniere valcur cle [i est comprise dans la formule 



En effet, dans le cas dont il s’agit, I’^nation ( 29 ) reduite a 


ou, ce qui revient au meme, a 

coincide avec la formule (io3) dc la page iSq, quand on pose 
[xz=zi, S'= 2 A, / = 


et, comme alors aussi Ton trouve 

f = 2, 


on en concliit 


y = o. 


LzJ. — , 

2 


11 nous rcstc a incHqiier unc methode a I’aide de laquelle on pent 
faciliter Ic calcul dcs valours dc a?, y qui sont propres a resoudre 
requation (i). 

L’cxposant p. elant suppose plus grand quo zero, ainsi que i —j, la 
difference/—^ sera elle-meme superieure h zero, et, en vertu des 
equations 

'><■ = &, e(/ — g)-=i--j, 


les forraules (38), (56) pourront etre reduites aux suivantes: 
( 60 ) jT-H™ o, = (mod./?), 

(6.) (|)"s (jy (mocl.p). 

Or, Ics formulcs ( 60 ) donneront 


( 62 ) 


(mod./?), 
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et il est clair quc cctte derniere equation fournira iinmediatement le 
reste cle la division de x et de y par p, ce qui facilitera le calcul des 
valeurs de x, y et sufllra meme a la determination de ces valeurs, dans 
tous les cas oil elles devront etre, abstraction faite des signes, infe- 

rieures a ^ Quant a la determination des qnantites (J, on o, i?, elle 

s’effectuera sans difficulte. En effet, en vertii des principes etablis dans 
la Note V (p. 196 et suivantes), pour deduire # de F, et Q de G, il suf- 
fira de remplacer p par r, dans les divers facteurs de F et de G, ou, ce 
qui revientau inbinc, de remplacer chaque facteur de la forme 

R/.r. 


par line quantite entiere equivalente, au signc pros, a 

la valeur do IT;,;' etant donnee par la formiile 

I .■}. .3.. .(I -y l‘)xs 


( 63 ) 




1.2.3.../err.1.2.3. 


La formule ( 62 ) n’est pas applicable aux cas oil n se reduit a I’un 
des nombres 3, 4. 3 et doit alors etre remplacee par celles que nous 
allons indiquer. 

Les valeurs de P, Q, fournies par les equations ( 42 ), sent evidem- 
ment, ai.nsi que I, J, des fonctions symetriques, d’une part, des racines 
primitives 

p>‘, p*', .p*", ... 

et, d’autre part, des racines primitives 

P*, p*', p*", — 

Done la somme P-i-Q sera, comme I-l-J, une fohetion symetrique 
des diverses racines primitives de I’equation (i), et la difference P — Q 
sera, comme I — J, une fonction alternee de ces mernes racines; d’oR 
il resulte qu’on pourra aux equations ( 8 ) joindre encore celles-ci 


( 64 ) 


P + Q = 31, . P_ 0 = 5510, 
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|3 designant cles quantiles cntieres. Cela pose on tirera, des ibr- 
mules (45) et (04), 


2P = ;?l4-]iil(D, 20 = 3 — 55®, 

4PQ = 32 — 

N 

4/>»=32—!52®2; 


etpar suite, si la condition 

®- = — rt 


estverifiee, on trouvora 

N 

(65) 4/)2=32-t-/ir. 

Or si Ton snbstituc I’equation (65) ct les tbrmules (5o) a I’eqnation ( 20 ) 
ct aux for mules ( 32 ), alors, par des raison nements semblables a ceux 
dont nous nous sommes servis pour etablir le thboreme enonce plus 
haul et la form tile ( 62 ), on prouvera qu’on pent satjsfaire a I’equation 


L\pV^Z=Z O)- -i- 

en posant generalement 

ct pronant, pour x, y, certains nombres entiers qui veritieront la 
condition 

*C) 

(66) —jo=— (mod./j). 


3. On trouvera, clans 

et par suite on pourra prendre 

-0 = 0, t:>=—n,,,. 


Considerons on particulier le cas oil Ton a « = 
ce cas, 

® = p —p\ 

A = I, /c nz: 2, ’ i = I» ./ = 0, 

P^R,,„ Q=Rs,a, 

U = o, V = Rs, 2, 


OEwres de C, — S, I, t. lU. 


52 



410 


MfiMOIRE SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


Done, p etantun nombre premier de la forme 3x-i-i, on pourra tou- 
joiirs satisfairo a Tequation 

(67) 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verilient la condition 

X ^—yo ^ 


II importe d’observer qiie, dans cette derniere forrnule, la valeur de 
n,., sera 

„ _ I.2.3...2 5T_(ro1).. .2cy 

(1.2...ro)- ’ 


la valeur de ® etant 



et que d’ailleurs on aura 

3 = r — r-. 


r etant uno racine primitive de requivalence 


par consequent 


' (mod./?); 

r (mod./)), 


t etant une racine primitive de requivalence 

• I (mod. p). 

Cela pose, en ayant egard a la forrnule 


de laquelle on tire 
on trouvera 

(68) JCS—n,,„ 


3, 

L —_ ^ 

8 “ 3 ’ 

7 = —(mod./?). 


D^autre part, comme on aura, en vertu de I’equation ( 67 ), 


x^<hp. 



y 


les valeurs numeriques de x, y seront respectivemont inferieures aux 
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nombrcs 


ip 


“ 2(£-\ 

’ Uy 


clont le second an moins rcstera infericur jd, pour une valeur de p 
egale ou superieure a 7 ; le premier reinplissant lui-meme cetlo condi¬ 
tion des qu’on supposera p snperieur a 16, par consequent a 7 et 
a i 3 . Done les formnlcs (68), ou au moins la aeconde d’entre elles, 
fourniront immediatement la resolution en nombres entiers de I’equa- 
tion (67). On trouvera, par exemple, pour/3 = 7, 


,-P. 


TT - _5. 


et comme 3 etant une racine primitive de requivalencc 

(mod.7), 

r = 3*=2 (mod.7); 


on pourra prendre 
par consequent 

5 =r—r-=2 — 4 = —2 (mod.7), 
les formules (68) donneront 

x= — 6 = 1, p = l\ = —3 (mod.7). 

On a elTectivement 

4.7 =0-1-3. 3 ». 

Prenons cnco7“e/>= i 3 . On trouvera 


5J = 4, 


_ 5 .6.7.8 


et comme 3 etant une racine primitive de I’equivalence 

a:‘-=i (mod.i3), 

on pourra prendre 

r = 3^=3, (5s/'—/•*=3 — 9 = — 6 (mod.i3), 

les formules (68) donneront 

,« = — 70 s — 5, _vsiO“—3 (mod. 1 3). 
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On a effectivenKMit, 


La valeur numeriquo cle x rcinplit deja, coininc on le voit, pour les 

valeurs 7 et i 3 du noinbrc/), la condition d’etre interienro a Done, 

d’apres ce qui a etc dit ci-dessus, cette condition sera toujours rem- 
plie et, pour resoudre en nombres entiers I’equation (67), il suffira, 
dans toxis les cas, de recourir a la premiere des equations (68). On 
trouvera, par exemple, pour p = 19, 

„ 7.8 Q. ro. 11 .12 , , , 

= — • • i ' 3 4 - = 7• t'a s 12 (mod.19), 

x=;i2= —7 (mod. 19), 
a? = — 7. 

On a efTectivement 

4.19 = 7^-1-3.3L 


Dans les exemples precedents, la valour dey cst constamment divi¬ 
sible par 3 . On peut demontper qu’il en sera toujours ainsi (voir les 
numeros des Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences, pour 
I’annee i84o). 

Les formules (68), jointes a la romarque que nous venous de faire, 
comprennent I’un des theoremes enonces par M. Jacobi en 1827, dans 
un Memoire qui a pour titre Be residuis cubicis commentatio numerosa 
(voir le Journal de M. Crelle, de 1827). 

Au reste, apres avoir resolu I’equation (67) a I’aide des tormulcs (68), 
on pourra toujours obtenir immediatement deux autres solutions de la 
meme equation, en ayant recours a la formule 



On trouvera par exemple 


4 . 7 — ^ 3.0" — 5'^ H— 3.1" — 4” "b 3.2", 

4. i 3 = 5 *h- 3 .32= 72h- 3 . i-= 2'"-t- 3 .4’, 
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Consideroiis maintenant le cas oil Ton a /i = 4 - On trouvera clans ce 
cas 

C0 = p —p», 

/i—I, /f—3, i — \, ,/ = o, = 

P = K,,., 0 = 1^3, 

U = Il,,i, V = K,,„ 

et, par suite, on pourra prendre 

10=: I, \0—— Hi,,. 

Done, /) etant un noinbre premier de la forme (\x -I- i, on pourra tou- 
jours satisfaire a I’equation 

( 69 ) !\p — x"-. 

en prenant pour x, y des nombres entiers qui verifient la condition 

X s—=—n,,!. 

Dans cettc derniere formule, la valeur de 11 ,,, sera 

1 . 3 . 3 ...aw (cj-t- 1 ).. . airr 


Hi, 1 ■ 


(1.2.. .tn)- 


I . 2 . . 


la valeur de ro etant 


et I’on aura d’ailleurs 


W : 


p —' 


: /“ — r". 


r etant line racine primitive de I’equation 

«''=r (mod./?), 

en sorte qu’on pourra prendre 

r ~ 

t etant ce qu’on nomme une racine primitive du nombre p, e’est-a-dire 
line racine primitive de I’^quation 


XP~' = I 


(mod./?). 
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Cela pose, en ayant egard a la formule 

8’ = —4 (mod.jo), 

cle laqueUe on tire 

I _ a 

a- 4’ 

on trouvera 

(70) a: = —11),,, y = —(mod./?). 

D’ailleurs, pour que I’equation (69) soit verifiee, il cst necessaire que 
a; soit un nombre pair; et alors, on ecrivant aa? au lieu dc x, dans cette 
meme equation, on obtient la suivante 

(71) = + 

a laquelle on devra satisfaire par des valeurs de propres a verifier 
les formiiles 

(72) ics—^n,,„ y=—in,,,a. 

D’autre part, comme, en vertu de Tequation (71), les quantiles x, y 

devront offrir des carres inlerieurs a p, et des valeurs numeriques 

1 

inferieures a par consequent a 


1 



attendu que p, au moins egal a 5 , verifiera la condition 2; il est 
clair qu’a I’aide des forinules (72), ou seulement do la premiere de ces 
formules, on pourra determiner completement les valeurs entieres de 
X, y qui verifieront la formule (ii). On trouvera par exemple, pour 
p= 5 , 

ro =r= I, n,,i=::2, 

I (mod. 5 ), 

X — -I. 


On a en effet 


5 = 1 ^ 
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Prenons encore p = i 3 , on trouvera 


OT =■ 3 , 


On a en efret 


Tr 4 ' 3.6 

JIi.i— _3 = (mod.iS), 

a; = —10 = 3 (mod.i 3 ), 

X — Z. 

i 3 = 32 -t- 2 ^ 


Prenons encore /j = 17 ; on trouvera 

_/ TT 5 .6. 7. 8 . 

■ ’SJ — k) lli.i—-j—= 0.2.7 = 70, =2 (mod.17), 

x = — i (mod. 17), 

X —— I. 

On a en effet 

I 7 =:i'+ 4 ^ 


Prenons enfin p= 29. On trouvera 



n 


1,1 — 


8.9.10.11.12.13,14 
I.2.3.4.5.6.7 


D’ailleurs, il ne sera pas necessaire de calculer la valeur exacte dell,,,, 
et Ton pourra so, bonier a determiner, par I’une des melhodes exposees 
dans la Note V, une quantite equivalcnte a 11 ,,,, suivant le module 29. 
Cette quantite sera immediatement fournie par le tableau de la 
page 209, et se reduiraau nombre 10, renferm6 dans lesdeux colonnes 
horizontale et verticale dont les premieres cases olfrent le nombre 7. 
On aura done 

n,,, = io (mod. 29), 
a; = —5 (mod. 29), 

X — — 5 . 

On trouve en elTet 

29 =: 2^. 

La premiere des formulcs (73) fournit preciseinent le beau theoreme 
enonce par M. Gauss, et relatif a la resolution de I’equation (71) en 
nombres entiers. 

II est bon d’observer que, dans le cas oil I’on suppose, comme on 
vient de le faire, 


p — f, 
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I’equation connue 

1.2.3...(/? — i)= —I (mod./>) 


clonne 

(1.2.3.. .2t>T)-=— I. 

Done alors on verifie la formulo 

5 "-= - 4 , 

3 ■= 2 (i.2. 3 .. .2m), 

et la seconcle ties fornuilos (72) peut etre r(kliiit.e a 


en prenant 




. 2. 3 . . . 2 TH 


n,., 


Ainsi, par exemple, on trouvera, pour p = 5 , 

j = — 1 X 1,,=—2 (mod..’)), 


par consequent 
pour p — iZ, 


— 2; 


y = —3.4. 5 .. = 4 n,,i = 80 = 2 

7 — 2,. .... 


(mod. 1 3), 


Consiclerons maintenant le cas ou Ton a « = 8, 

(0 p + p* — p® — p’. 

Dans ce cas, on ne pent plus se servir ni de la formule (Ci), ni cle la 
formnle (6G). Mais les equations (7) dqnnent 

1 — 0] R3 — R| ,304, J 0507=4 R3,704, 

et les coefficients de @4 dans ccs formules, savoir : . 

R), 3 ) Rb.T) 


representent des fonctions symetriques des racines primitives 

p, p* ou p®, p’. 


Par suite, la somme 


Ri, 3 Rt,7 
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ct la difference 
seront clc la forme 


1\ 





A, 1V3-H=,,= B®, 

A, B designantdes qviantites eiitieres ; et, comine on aura d’autro part 

on trouvera clefinitivernent 

4 /> = A*— 

puis, en ayant egard a la formnle 

= —8, 

on cn conclura 

4/0= A’-i-8B>. 

Dans (.'('tte derniere equation. A sera necossairement pair, et en posant 

A— 2 X, h=f, 

on la verra so reduire a 

(78) p = 

Ajoutons quo, si Ton remplace p parr dans les deux fonnnles 

Rl^j-t- lis .7 = a B |^3 1^5,7 

on devray reraplacer od par 0; et corntne alors R,,;, se troin’cra remplace 
par zero, et R.,., par 

— Ri.ji 

on aura definitivemenl 


257 = —yi5 = — n,,,. 

Done, en ayant egard a la formulc 

8“ = —8 (mod./)). 


de laquelle on tire 


g (mod./)). 


CEiiures de C. — S. I, t. III. 
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on trouvera 

(74) a; = —y=—in,,3i5 (mod./>), 

la valeiirde H,,, etant donnee par I’equation 

_ _ 1.2.3... 4 ® _(3ct + i)...4w 

’’’ (i.2.. .nj) (1.2...Sro) i. 2 ...ro ’ 

et la valeur de a etant 



Quant a la valeur de S, elle sera 

S = r+r^ —(tnod./>) 

r etant unc racine primitive de requivaicnce 

(niod.p) 

en sorte qu’on pourra prendre 

(mod./2), 

t etant une racine primitive de I’equivalence 

a;p-i = i (mod./)). 

Les formules (74) suffiront a la determination complete dcs valeurs 

de . 27 , / qui verilieront I’eqnation (73), attendu que ces valeurs devront 

1 

etre, Tune et I’autre, inferieures, abstraction faite des signes, a p^, eta 

plus forte raison a '-^p. On pourra memo se borner a determiner la valeur 

de X, a I’aide de la premiere des formules (74)* On trouvera, par 
exemple, pour/) = 17, 

n , 3 

CT:=:2, IIi^S 28, 

—14^3 (mod.17), 

^zz: 3 . 

On auraeffectivement • . ' 

17 — 32-1- 2,2'-. 
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On trouvera pareillement, pour p =[\i, 

^ „ i6.17. i8.19.20 ^ ^—,, , , , 

5T = D, 111,3=- - —0-7—=-= 15.17. 3 .19=— 6 !■ ^(mod.41), 

x =—3 (mod. 4 i)i 
X — — 3 . 

On a effectivement 

4 i = 3 = 4 - 2.4^, 


La premiere cles formules (7/1) fournit un theoreme donne par 
M. Jacobi, en i 838 , clans les Comptes rendus des seances de I’Academic 
de Berlin. 

Revenons maintenant au cas general oil n designe un entier qui 
verific la condition 

(Q= = — n, 

sans toutefois se reduire a Tun des trois nombres 

2, 4, 8. 

Alors les valours entiercs de x, y, propres a resoudre I’equation 

l\pV‘—x^ny^, 

verifieront la formula (62) ; et, comme on aura d’ailleurs 

3= = —n (rnod./j), 

par consequent 

(mod.p), 

on trouvera 

C (5 c 

(75) = F (mod.;i). 

Avant craller plus loin, il est bon d’observer que, dans la formulq 

t^pV■= ny^, 

le second membre devra etre pair tout comme le premier, et qu’en 
consequence les deux termes 


X-, «/= 
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seront tons deux pairs ou tons deux impairs. Done, si n est impair, les 
deux carres 


seront en meme temps pairs ou impairs. D’ailleurs, si les carres x^,y^ 
sont tons deux impairs, chacun, divise par 8, donnera i pour rcste, et 
par suite la formule 


donnera 


a;** -t- ny'^ — [^pV- 


I-f-rt = 4 ywi^= 4 (mod.8), 


ou, ce qui revient au m6me, 

{76) rt — 3 (mod. 8). 

Done, si n, suppose impair, et de la forme 4^ + 3 afin qu’on ait 
®-= — ra, ne verifie pas la condition (76), e’est-a-dire, en d’autres 
termes, si Ton a 


(77) 


rt=7 (mod. 8), 


x\y‘‘ seront pairs I’un et I’autre. Alors, on eerivant 'ix au lieu de x, et 
2yau lieu de/, on obtiendra, au lieu de I’equation (29), la suivante 

(78) pV-=x-^ny^-, 


a laquelle on satisfera par des valeurs entieres de x, y, qui veriPieront 
les conditions 

, , « <? '5 . s 

(79) ^=2?’ (.moA.p). 

Enfin, si n est un nombre pair, divisible par 4 on par 8, il est clair 
que, dans Tequation 

CipV-—ny^, 

X lui-meme devra etre pair. Alors, en eerivant “ix au lieu de x, on verra 
cette equation se reduire a la suivante 

(80) pV-—x^-\-'j-y\ 

et Ton pourra satisfaire a cette deniiere par des valeurs entieres 
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de x,y, qui verifieront les conditions 

(81) y = -^ (mod./)). 

Pour montrer quelques applications des forinules qiii precedent, 
prenons d’abord pour n les nombres premiers qui, etant de la forme 
4 x-i- 3 , et superieurs a 3 , restent inlerieiirs a 100. Parmi ces nombres 
premiers, les iins, savoir 

II, 19, 43, 59, 67, 83 , 

seront de la forme 8x + 3 , les a litres, savoir 

7, 23 , 3 [, 47, 71, 79, 

seront de la forme 8x + 7 ; et pour cbacun d’eux, on obtiendra facile- 

ment les valours des residus quadratiques 

h, /i, h", ... 

en chercliant, dans les Tables construites par M. Jacobi, ceux des 
nombres 

I, 2, 3 , ..., n — I, 

qui offrent des indices pairs suivant le module n. Ainsi, par exemple, 
comine, pour « = 7, les indices des nombres 

I, 2, 3 , 4) 3 , 6 

sont dans ces memes Tables 

o, 2, I, 4 > 3 

on trouvera, pour « = 7, 

/i — I, h'=2, A" =4, 

® = p H-+• p*—p“—p® — p®. 

En operant de la meme maniere pour les diverses valeurs de n, on 
reconnaitra quo les quantites/i, h', h",... infiudeures ou superieiires 
a le nombre i ou j des lines ou des autres, et la difference i —j sont 
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respectivement, pour 


^ I,3,4,5 


n=i9 


« = 23 


n =43 


n = l\l 


/I=59 


n — ']i 


n =79 


n ■= 83 


I , 4 , 3, 6 , 7,9 

II, 16 , 17 

I, 2 , 3,4,6, 8 , 9 
12 , :3, 16 , 18 
I, 2 , 4, 3, 7 , 3, 9 , 

16 , 18 , 19 , 20 , 25, 28 

1 , 4 , 6 , 9, 10, II, i 3 , i4, i 5 , 16 , 17, 21, 

23, 24 , 25, 3i, 35, 36, 38, 4o, 4' 

I, 3, 6 , 7 , 6 , 9 , ^ 2 , i4, 16 , 17 , 18 , 21 , 

24, 25 , 27 , 28 , 32, 34, 36 , 37, 42 

1, 3 , 4 , 5 , 7,9, 12, i 5 ,'i 6 , 17, 19, 20, 21, 22, 25 , 26, 27, 28, 29, 

35 , 36 , 41,45,46,48, 49,51,53,57 

I, 4, 6 , 9 , 10 , i4, i5, 16 , 17 , 19 , 21 , 22 , 23, 24 , 25, 26 , 29 , 33, 

35 , 36 , 37, 39, 4 o, 47,49, 54, 55 , 56 , 69,60, 62, 64, 65 

I, 2, 3 , 4, 5, 6, 8 , 9 , 10 , 12 , i5, 18 , 19 , 20 , 24, 25, 26 , 27 , 29 , 3 o, 82 , • 

36, 37, 38, 4o, 43 , 45 , 48, 49 , 5 o, 54, 67, 58, 60, 64 

I, 2 , 4, 5, 8 , 9 , 10 , II, i3, 16 , 18 , 19 , 20 , 21 , 22 , 23, 25, 26 , 3i, 32, 36, 38, 

4°, 42 , 44, 45 , 46, 49 , 5 o, 5i, 52, 55, 62 , 64, 65, 67 , 72 , 74 , 76 

I, 3 , 4 , 7,9,10, J1,12, 16,17,21, 23 , 25 , 26,27, 28, 29, 3 o, 3 i, 33 , 36 , 37, 38 , 

44, 48, 49, 5i, 59 , 61 , 63 , 64, 65 , 68 , 69 , 70 , 76 , 77 , 78 , 81 


4o, 4>, 


y ='7 

S = 25 

,/=i6 


Done les valeurs de 


F- = «—y, 


qui perrnettront toujours de resoudre en nombres entiers I’equation 


seront respectivement ; 


et les valeurs de 


pV-z= a:--h ny*, 

n — j, 23, 3i, 47, 71, 79, 

f2 = i, 3. 3, 5, 7, 5; 


qui perrnettront toujours de resoudre en nombres entiors [’equation 
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seronfc respcctiveinent: 

Pour n — ii, 19, 43, 59, 67, 83 , 

^} 3 , I, 3 * 

De plus, on aura, pour « = 7, 

'-'j Wi, 

oil, ce qiii revient au meine, 

= J=jpR8 5, 

/=2, ^=1, 

F = I, G=:R„,,; 

et par suite, on pourra prendre 

§ = i, g=-n,,,. 

Done, en vertu des formiiles (79), on pourra satisfaire a I’equation 

(8a) /j = a:^+7ys, 

par des valeurs entieres de x,y, qui verifieront les conditions 
( 83 ) a;=~ill,,5, y=_.^n,,5 (mocl./>), 

la valear de II,,^ ctant donnee par la formiile 

JJ __ 1 . 2.3 . . . 3 ot _ ( 2 arH-i).., 3 nT 

(i .2.. .gt) (1.2.. .2m) 1.2. ..m ’ 

dans laqaelle on aura 

jP— I 

nj = - -3 

7 

ct la valeur de o par la formule 

dans laquellc r sera une racine primitive de I’equation 


(mod./a) 
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/i.24. 

en sorte qu’on pourra supposer 


r — 


t etant line racine de p, c’est-a-dire une racine primitive de I’equiva- 
lence 

(mod./?). 


On troiivera, par exemple, pour p ~ 29, 

t. 2 . 3 ...I 2 _ 9.(0.11.12 


ZiJ — 4 ) ‘ — 


On a en cffet 


(i. 2 . 3 . 4 )(i. 2 . 3 ... 8 ) 1.2. 3.4 

—I (mod. 29), 

29 = 1-1-7.2*. 


= 9.5.11 = 2 (mod. 29), 


All reste, la quantile 2, qu'i, dans cet exemple, cst eqiiivalente a n, .,, 
suivant le module 29, se trouvc immediaternent fournie par le tableau 
de la page 209, et se reduit, comme on devait s’y attendro, ii colie que 
renferment ii la fois les deux colonnes horizontalc et verticale dont le.s 
premieres cases contiennent les deux nombres 


tar = 4, 2 Tff = 8. 


M. Jacobi, dans son Memoire de 1827, avail dejii indiqiie les for- 
mules ( 83 ) comme poiivant servir a la resolution de Tequation (82). 
Pour arriver a ces Ibrmules et a d’autres semblablcs, il avail suivi une 
marche analogue a cclle par laquclle M. Gauss lui-meme a etabli la 
premiere des formiiles (72), et il avail eu recours, nous a-t-il dit, a 
des considerations qui ne different pas de celles que j’ai exposees dans 
le Bulletin des Sciences de 1829, c’est-a-dire a la consideration des 

fonctions ci-dessus designees par 0 a> _ 

Si, ail lieu de supposer 11 = 7, on prend successivement pour n les 
nombres premiers 

u, 19, 43, 67, 

pour lesquels on a aussi p, = i, il suffira de. recourir aux formiiles (75), 



NOTE XI11. 


425 

ou clu moins a la seconde d’entre dies, pour determiner completenient 
les yaleurs de a;, j propres a verifier I’equation 

4/> = fl j*. 

D’aillcurs, on trouvera, pour n = 11. 

111 ,S, 4 , 5,0 — El,S Rj^ 3 _,.V ,5 Rh- 3 +- 4 + 5 ,«, 

I — Ill0,8,7,0,2 — Eio, 8 El|)-|.8,7Tll0+8+7,6lll0-l-S+7+a,2 i 


par consequent 

1 j - t|—> 

1*10.8 1*7,7 

.1 — /3Bl0,aR7,7R3,8 = P"~Tr- 

1*8,5 

/= 3 , i' = 2 , 1 = = 

F = 118.8, G = Ri„,8l.l7,7, 

ot I’on pourra prendre 

^ Rj.o, ^ = n,.3n8.(^. 


Done, en vertu des formules (75), lorsque p divise par ii donnera 
pour reste I’unite, on pourra satisfaire a Tequation 

84 ) 4/>1 ly' 


par des valours do x,y propres a verilier les conditions 


( 85 ) 


_ Rl, 3 n 4.4 


v=-A niAi 

^ 11 n^.o ’ 


les valeurs de II,,;,, 114,Hj.e etant donnees par les formules 


(Sro-h i).. .4® 
111 ,3 =-- n- y 


r .2.. .d 


n 


4,4- 


( 4 si 4 - i). • .8;zr 

I .2. . . 4^1 ’ 


n 2 , 5 == 


(Cbj -t- i), . .8nj 

( .2. . .2CJ ' 


dans lesquelles on aura 
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Si, par exomple, on suppose p = 23 , on trouvera 


® — 2, nj^3 


-.8 


R; 


4,t- 


9 . 10 . 11 . 12 .i3.i4.i5.i 6 „ i3.i4.i5.i6 

-“ “ ^ -1 -- ‘ 


1.2 1.2. 3 .4. 5 .6.7.8 ' 1.2. 3 .4 

n,,3=28 = 5, 1X4,;= 9.10.11. i 3 =—10, i 3 .14.10= 3 , 

(mod. 23 ). 

5 o_ 27 


X; 


=—9 


(mod. 23 ). 


Le carre de devant d’ailleurs etre inferieur a 4.'23 = 92, on ne pent 
supposer que 

x=—g. 

On pourrait operer do la memo maniere pour les trois valours do n 
representees par 

19, 43, 67. 

Mais il est bon d’observer que chacune d’elles, divisee par 3 , donne 
I pour reste. Or, quand cette condition est remplie, ou, ce qui revient 
au meme, quand, n etant premier, n — 1 est divisible par 3 , on pent 
ajouter, trois a trois, les nombres renfermes dans chacun des groiipes 

/>, h', A", ... et /■', //, ..., 

de maniere a obtenir des sommes divisibles parn. En effet, soil s uno 
racine primitive do I’equivalence 

a;"-'=i (mod./i). 

Les nombres renfermes dans le groupe 

4, k', r, ... 

seront equivalents, suivant le module n, aux divers termes de la pro¬ 
gression geometrique 

j t>2 i** o/t—3 

et les nombres renfermes dans le groupe 


4, lc\ k", 
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aux divers tcrmes clc la progression geometriquc 

,V, . 9 ^, ’ , . . , 

Comme on trouvera d’ailleurs, en supposant n — i divisible par 3 , 


n—i 0 -^ — 1 


n — I 

.9 -I 


= 0 (mod.rt), 


il est clair qiie. dans cette hypothese, on aura 

/i-H A'-1-/t"s o (mod./i), 

si Ton prend 

rt~ I „ re 

■.. —I 4- ret 2 — 

A = 5'", A'=5 * , h'' — s 

m etant un nombre pair, et 

k'k" = o (mod.«), 


si Ton prend 


re — 1 

k = k'^s •' 


k"=s 


m etant un nombre impair. Par suite, chacune desfonctions represen¬ 
tees precedemment par I, J pourra etre censee r6sulter de la multipli¬ 
cation de divers produits de la forme 

0/0/'©r, 


dans chacun desquels on aura 

iI'-\-I"S3 o (inod./i)' 

Or, on trouvera sous cette condition 

©/0/.0r — 0/0r@_/.-/ —jy /--R/,/-, 

I, I' pouvant etre deux quclconques des trois nombres 

I, I', l\ 

par exemple Ics dcujf pluspetits, lorsqu’on aura 
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et les deux plus grands lorsqu’on aura 

l'+l"z=:-xn. 

Done, dans Thypotliese admisc, chacune des functions 

], J 

pourra etre censee resulter de la multiplication dc facteurs de la 
forme 

ce qui perraettra de calculer facilement Ics valeurs dc §, (j. 

Concevons, pour fixer les idees, qu’on ait 71 = 19, ^lors, si Ton 
prend^ = io, les nombres qui, etant infericurs a 19, seront equiva¬ 
lents, suivant le module 19, aux quantites 



c’est-ii-dire les nombres correspondant aux indices 
0, I, 2, t>, 5 , 

6, 7, 8, 9, JO, II, 

12, i 3 , r 4 , TO, 16, 17, 

seront respectivement ceux qui se trouveront contenus dans les trois 
premieres lignes horizontales du tableau 

i i, 10, 5, 12, (j, 3, 

11, ID, 17, 18, 9, i4, 

2 , i3, _8, Ji, _2, 

19, 38, 38. 38, 19, 19; 

les trois nombres renfermes dans une meme colon no verticale pouvant 
etre censes representer trois valeurs correspondantes dc /, /', dont 
la somme 

toujours egale soita 72= 19, soit a 2 72 = 38 , se trouve placee au-dessous 
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de CCS trois nombrcs, dans la quatrieme ligiie horizontale. Done, 
n etant egal a 19, 1 poum etre cense resulter de la multiplication des 
trois prodiiits 

®1 ®II ®7 ~ P Ri,7) ®5®17®1« —0’Ri 6,17, ©6 ®0 ®t =R^.O, 

et J de la multiplication des trois produits 

®U —/'’RlSjIS, ®I2®18®8 —/^Ri!, 187 ®3 ®I4 ®2 — ^ Ra.aj 

et Ton aura 

*'12,18^^13,15 

f - ^31) T> T> - ,,4^^12,18 1^13,15 

J —p Itl 3 , 15 *'l 2,18 A'2,3 — P -Tf-^ 

l'16,17 

/= 5 , ^’• = 4, f—= = ^, 

1 — Ri 6,17, D — Rl2,18Ria,16) 

en sorte qu’on pourra prendre 


Done, cn vertu des I'ormules (75), lorsque p, divise par 19, donnera 
pour reste I’unite, on pourra satisfaire a Tequation 

(87) 4/)=:a;®-t-i9V*, 


par des valeurs entieres de x,y, qui verificront les conditions 


( 88 ) 




ni, 7 na ,6 

Ra.a ’ 


0 R| ,7114 ,6 
*9 ll 2,3 


(mod./j). 


On pent remarquer qa’cn vertu des t'ormules (88) la quantite x est 
equivalente, au signe pres, suivant 1e module p, au rapport 


II,, 711 .,6 
Ha.a ’ 


dont Ic numeratcur et Ic denominateur ont pour factcurs les trois 
valours do 

. II7,/', 


correspoiidant aux trois colonnes verticales du tableau (86) qui 
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oHVent cles valours dc I, t, I" dont la somme est « = 19 ; chaquc valour 
do 

devantetre consideree comme factcur du numerateur ou du denomi- 
nateur, suivant qu’elle correspond a une colonne verticale de rang 
impair, ou de rang pair. Or, il est facile de prouver que cela devait 
arriver ainsi. En elfet, soient /, /', I" trois nombres renferraes dans Tune 
des colonnes verticales, an bas desquelles se trouve placee la somme 
n = 19. Si la colonne dont il s’agit est de rang impair, ces trois nombres 
correspondront a des indices pairs, et par suite 


sera I’un des facteurs de I. Si, au contraire, la colonne dont il s’agit est 
de rang pair, une autre colonne de rang impair, mais au bas de laquellc 
on lira la somme 2« = 38 , renfermera les trois nombres 


et par suite 


n — /j a — l\ n — 
P ^n—/,n-r 


sera I’un des facteurs de I. Done, dans le premier cas, sera un 

facteur de G, et — II// un facteur de q, tandis que, dans le second cas, 
sera un facteur de F, et — 11 /,/' un facteur de On peut ajouter 
qu’a toute colonne de rang impair, terminee par la somme an = 38 , 
correspondra une colonne de rang pair, terminee par la somme n= 19. 
Done, pour obtenir tous les facteurs de ^ et de q, il suffira de consi- 
derer les colonnes terminees par la somme n= 19; et chacune dc ces 
colonnes fournira un facteur de la forme 

-Hv' 

soitau numerateur, soitaudenorainateurdu rapport^* suivantqu’ellc 
sera de rang impair ou de rang pair. 

La remarque que nous venons de faire donne le moyen d’appliquer 
facilement les formules (75) aux cas oil n se reduit a Fun des 
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nombres 43, G 7 ; et d’aborcl, si Ton suppose n=l\i, ^ = 28 , alors, 
en vertu cles tables construitcs par M. Jacobi, les nombres inferieurs 
a rt — I et equivalents aux quantiles 

I, .... 5 "-*, 

c’est-a-clire Ics nombres correspondant aux indices 


0, 

I, 

a, 3, 

4) 


6, 

7. 

8, 

9> 

10, 

11 , 

12, i3. 

* 4 j 

i5, 

16, 17, 

18, 

19, 

20, 

21, 

22, 

23, 


25, 

26, 27, 

28, 

29> 

3o, 31, 

32, 

33, 

34, 

35, 

36, 

^7^ 

38, 


4o, 41, 


seront ceux que renferraent les trois premieres lignes horizontales du 
tableau 


I, 

28, 

10, 

22, 

i4, 

5, 


7, 

24, 

27) 

25, 

12, 

35, 

34) 

<3, 

39) 

17. 

3, 

4i, 

3o, 

23, 

4'>., 

ID, 

33, 

21, 

29, 

38, 

32, 

36, 

19) 

16, 

18, 

3i, 

8, 

9. 

37. 

_4) 

26, 

4o, 

2, 

i3, 

20, 


86, 




43, 

43, 

86, 

43, 

86, 


Ts. 

86, 



les trois nombres renfermes clans une meme colonne verticale p'ouvant 
etre censes representor trois valours correspondantes dc 

/, 1‘, I", 

dont la somme n = 43, ou = 8 G se trouve placee, dans la quatrieme 
ligne horizontale, au-dessous dc ces trois nombres. Cela pose, les 
valours de 

correspondant a dcs colonncs terminees infericurement par la 
somme 43, seront 

JJ|o,ioj Jla.ifl) Hb.si Ho,11, 

et parrni ces valeurs, quatre, savoir 

IIl.O, IIjjUs, 

correspondront a la premiere, a la troisieme, k la septifcme, a la neu- 
vikme colonne verticale, e’est-k-dire k des colonnes verticales de rang 
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impair, tanclis que les trois autres, savoir 

Rs.lSi Bj 8 i RiilS) 

correspondront a la quatrieme, a la sixieme, a la douziemc colonnr 
vcrticale, c’est-a-dire a des colonnes verticales de rang pair. Done, en 
vertu de ce qiii a ete dit ci-dessus, si le nombre premier p, divise 
par 43 , donne pour reste I’unite, on pourra satisfaire a I’equation 

(90) 4/> = ^=-)-43y’ 


par des valours entieres de x, y qui verifieront les conditions 


(90 



Bs.is RbibBoiIs 

^ Bi.enio.icne'iiRt.is 
43 ns.isRsisB 2,12 


(mocl./j). 


Supposons, en second lieu, n = 67, s — Alors, au lieu du 
tableau (8q), on obtiendra le suivant 


I r, 12, 10, 53, 33, 61, 62, 7, 17, 3 , 36, 

1 29, 1 3, 22, 63, 19, 27, 56, 2, 24, 20, 39, 

(92) j 37, 42, 35, 18, t5, 46, 16, 58, 26, 44, 59, 

67, 67, 67, 1 34, 67, 1 34, 1 34, 67, 67, 67, r34. 


3o, 

25, 

32, 

49i 

52, 

21, 

5i, 

9. 


23 j 

8, 

66, 

55, 

57. 

i4, 

34, 

6, 

5, 

60, 

50, 

64, 

3., 

38, 

54, 

45, 

4, 

48, 

4o, 

ii> 

65, 

43, 

47. 

28, 

T34, ■ 

134, 

1 34, 

67, 

134, 

'^ 7 , 

67, 

134, 

7^, 

i34. 

67. 


Or, les valours de II// correspondant aux colonnes verticales qui, 
dans ce tableau, se trouvent terminees inferieurement par la somme 
n = Gy, sont respectivement, pour les colonnes de rang impair, ’ 

Ri,29, Rio,22, Rib, 19, nn,24, Hi.m Rb.bi, 

et pour les colonnes de rang pair 

RiB.IS, Rl,?, RjjBO, Rb,!!, Rs.lS" 

Done, si le nombre premier p, divise par 67, donne pour reste I’linite, 
on pourra satisfaire a I’equation 


( 93 ) 


4 /> = .*-■+• 67/^ 
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par cles valeurs entieres tie x,y qui verifieront les condilions 

„_ E|,g9ll|0,22ll|6,ia Iln.nlE.i.na,-,, 

, ,, n.,,, 3 na,,ii,,,„iE,.,ii 8,.8 , , , 

(94) . TT Tr TT rr T Tr (mod./^). 




n..,una,,ii,,a„ii8,„ii8,.8 

Hn.atHt.nIIa.ai 

^7 Ui2^(s II 2 7 Ilj^ao IIj^i 1 llj^is 


Si maintenant on prend pour />, non plus un nombre premier, mais 
un nombre compose, pour lequcl on ait 

(D» = — n, 

on trouvera, aii-dessous dc la limite 100, trois nombres de la forme 
8x4-3, auxquels Ics formules (7 >) seront applicables, savoir les trois 
nombres 

35 = 5.7, 51 = 3.17, 91 = 7.13, 

et cinq nombre.s dc la forme 8x4-7, auxquels les formules (79) seront 
applicables, savoir 

i 5 = 3 . 5 , 39 = 3.13, 55 = 5.11, 87 = 3.19, 95 = 5.19. 

Si, pour fixer les idecs, on suppose « = i .5 =- 3 . 5 , on trouvera 


(D = p-+-p’-4 p*4-p® — p''—p*' — p‘®—-p'S 


1 = 01 02 0, 08—-El,2 Eh.2,V Ei+ 2H-V,8 —/.^El,2 1^8,Vl 

,1 =r 0,^0,3 01,0, = — Ru.laRu7-11,11 Ei4+1J-1-1I,1 P Eu,13 El2,lli 


ou, cc qui revient au memo, 
1 =/?’ 


Eu. 13 ltl2,ll 


J —/'EH.iaRji.u > 


par consequent 


i = 3 , y = i, /= 3 , ^'• = 1, f—g-i—j= 2 , 

r = l, G = Riijis Ri2.M » 

en sortc qu’on pourra prendre 

^ ” 1, ^-^111 ^ 2 II3,1 * 

Done, si le nombre premier/?, divise par i 5 , doiine i pour restc, on 

— S. I, l. III. . 
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pourra satisfairc ii requatioii 

( 95 ) 


par cles valeurs entieres de x, y, qui verifieront les conditions 
I s 

(96) a : =—= ^111,2113,4 (inocl.^). 


Or, comme en vertu de I’^uation (gS) les valeurs luimeriques de x,y 
seront inferieures kp, il est clair que les formules (96), ou au moins 
la seconde de ces formules, fourniront le moyen de determiner corti- 
plfetement les valeurs de x, y. 

Supposons, par exemple, p = 3 i : on aura 


TO : 


IT 5-6 , c tt 9. 10. I I . 12. i3. i4 2 2 

n,.2=:=—=3.5, = 


et 


0 = r •+• r- “h n-\~ 


, ^11 ^*10_ 


r etant une racine primitive de I’equivalence 

(inod.3i), 


ou, ce qui revient au meme, 

5 = 4 - i'-i- i'-*, 

I etant racine primitive de 3 i. Cela pose, les tables de M. Jacobi don- 
neront 


3 = 104-7 + 18 +14 — 20 —19 — 9 — 28 
et Ton tirera des formules (9G) 

33.35.39 _ 2.4.8 __ ‘ 


(mod.Si), 


X 


. r = —2 3 ^; = — 8 


(mod,3i). 


Done, puisque la valeur numeriquo de y devra etre inferieure ii p et 

meme a on aura 

v /.5 


y=-8. 


On trouvera eifectivement 


3 i^j 5 .8^ 
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Si n cesse d’etre impair, alors pour verifier la condition 

— /i, 

il devra Mre de I’une des formes 

4 ( 4 x-t-i), 8(2 X-)-i), 

les-facteurs impairs etant inegaux. On pourra, par exemple, prendre 
pour ^ un des nombres 

. 5 , i 3 , 17, 21, 29, 33 , 37, 4 i, 

ou pour I un des nombres 

3 , 5 , 7, II, i 3 , i 5 , 17, 19, 21, 

c’est-a-dire qu’on pourra prendre pour n un terme quelconque de 
Tune des deux suites 

20, 52 , 68, 84, 116, i 32 , 148, 164, 

34, 4 o, 56 , 88 , io 4 , 120, i 36 , t 52 , , 

Si, pour fixer les idees, on attribue successivement k ^ les valeurs 
representees par les nombres premiers 

5 , 1 3 , 17, 29, 37, 4 i, - 

on pourra determiner facilement les valeurs des nombres 

A, A', A", ..., 

par consequent cellos des trois quantities 

*—,/ 

a I’aide des principes etablis ala page 3oo; et Ton trouvera successi- 
ment, pour valeurs de i, les nombres 

4, 8, 12, 20, 20, 28, .,.; 

pour valeurs de /, les nombres 

0, 4, 4, 8, 16, 12. 
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et pour valeurs de p., les nombres 

2 , 2 , 4 , 6 , 2 , 8 . 


D’ailleurs, en vertu des formules (8i), on aura : 


Pour y — 5 , n = 20, 


2. = --n,,,n,.,=: 


-IT’ 

2 *•'” 


^ 1 o 


(mod./)); 


Pour 7= i 3 , n — Si, 

4 

1 IIii.isR'r.ia _ / Ri.asHa.n 

2 Rs.ss Rs.sl 2 \ R3,23 / 

etc.... 



(mod/)), 


En term inant cette Note, nous ferons observer que si Ton veutobtenir 
directement, dans tous les cas, non plus seulement des quantites equi- 
valentes aiix quantites entieres x,y, qui verifient I’equation 

4 /)e — a:’-i- /ij’. 


mais les valeurs memes de x et de y, il sutfira de recourir aux equa¬ 
tions ( 35 ), desquelles on tirera, eu egard anx formules X = 

— — n, 

F G 

JV -h (0 2 jT 3 OC — rzr 2 p- , 


et par consequent 

( 97 ) * = "(I’ 


(D /G 

.E 


■^'=77 IF 



Ges dernieres valeurs de /pourront toujours etre calculees ainsi quo 
les facteurs de la forme 

R.'.n 


compris dans F et dans G, a Paide des principes etablis dans la Note V. 
On pourra d’ailleurs, si Ton veut, deduire des formules (97) les valeurs 
exactes dc x,y, en rempla^ant dans les seconds Tnembres le signe = 
par le signe s=, et la racine primitive de I’equation 

riTT 1 
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par une raciuc primitive /■ de I’equivalence 

= i (mod./?'") 

m etant un nombre entier assez considerable pour qu’il neresteaucune 
incertitude sur la valour de ac ou de y. Dans le cas particuUer oii Ton 
a p.= I ou p- = 2, on peut determiner complMement j, en supposant 
Tn—\. D’ailleurs, cette derniere supposition reduit les equivalences, 
qui doivent rempiacer les equations (97), aux formules (70). 


NOTE XIV. 


OBSEIIVATIONS RELATIVES ACX FOBMES QUADRATIQUES SOUS lESQOELLES 
SE PRfiSENTENT CERTAINES PUISSANCES DES NOMBRES PREMIERS, ET 
reduction DES EXPOSANTS DE CES PUISSANCES. 

Soient, comme dans la Note precedente : 

/> un nombre premier impair ; 
n un diviseurde p — i ; 

h, k, I, ... les entiers inferieurs a n mais premiers ^ n ; 

N le nombre des entiers h, k, i,.. 
p Tune des racines primitives de I’equation 

( I ) X"— I, 

et 

(2) CD — p* -t- p*' p'*' + . . . — p^'' — p*'— p*" — ... 

une somme alternee de cos racines, les entiers A, /r, /, ... etant ainsi 
partages en deux groupes 

4 , h', li\ ... el A-, k'. A", .... 

dontle premier sera cense comprendre I’unite. Enfin supposons que, 
par mi les entiers 

//, A, /, ..., 
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ceux qui sont inferieurs a ^ « se trouvent, en nombre 6gal a i, dans le 

groupc h, h', h ",... et en nombre egal ii j, dans le groupe k, k', k", ... 
Pour qiie le module n verific la condition 

( 3 ) (©= — —n 

il faudra que ce module soit de Tune des formes 

4 x + 3 , 4 ( 4 x + i), 8(2x-i-i) 

et qu’en outre les facteurs impairs de n soientinegaux. Alors, en vertu 
du theoreme etabli dans la Note precedente, on pourra toujours satis- 
faire, par des valeurs entieres de x,y, a I’equation 

(4) '4pV- — x^^ny^, 

dans laquelle on devra poser generalement 

i —/ i — / 

— / OU p — —OU 

o 2 

suivant qu’on aura 

rt = 7 (mod.8) OU « = 3 (mod.8) ou n — o (mod. 4 ). 

On doit toutefois observer qu’il y a deux exceptions a faire a cette 
r^gle, et qu’on aura : i“ pour n = 3 

—j — i au lieu de p = 

2" pour R = 4 

p = i —j — I au lieu de /x = -—~ ■ 

Ajoutons qu’on pourra reduire I’equation (4), si n divise par 8 
donne 7 pour reste, a la formule 

( 5 ) 

et, si n est divisible par 4 ou par 8, a la formule 

pV-—a:'‘ -\r ^ y^. 


( 6 ) 
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En caiculant, clans la Note precedente, les valeurs de I’exposant a 
correspondant a des valeurs donnees du module n, nous avons tou- 
jours obtenu des valeurs impaires de [ji, quand n etait un nombre pre¬ 
mier, et des valeurs paires de fx, quand n etait un nombre compose, 
superieur a 4 - On pent alBrmer qu’il en sera toujours ainsi. En effet, si 
nous prenons d’abord pour n un nombre impair, ce nombre sera de la 
forme 4x + 3 , et I’exposant p. represente par la valeur numerique de la 
difference 

<■—y. 

ou par le tiers de cette valeur numerique, sera pair ou impair avec elle, 
suivant que la somme 

. . N 

c+y-'^- 

sera elle-meme paire ou impaire- Comme on aura d’ailleurs, si n est 
un nombre premier, 

N==:/l_l 

et, si n est le produit de plusieurs nombres premiers impairs v, v',..., 

N=:(v —i)(V-i). . 

il est clair que [x sera impair avec —> si n est un nombre premier 
de la forme 4x H- 3 , et pair avec le rapport 

-, 

2 

si n est un nombre compose dc la ineme forme 4 x H- 3 . Dans I’un et 
I’autre cas, d’apres ce qui a ete dit dans la Note IX, 

A, A', A", ... 

seront ceux des entiers inferieurs a n et premiers a n, qui verifieront 
la condition 



Supposons maintenant qu’on prenne pour n, non plus un nombre 
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impair de la forme 4^ + 3 , mais iin nombre pair divisible par 4 - Ce 
nombre devra etre de la forme 

4 w'v" .... 

V, v', v", ... etant des facteurs premier impairs, inegaxix cntrc eux, et 
dont le produit soil de la forme 4 x -f-1. Alors aussi les nouibres 

A, A', A", ... 

seront ceux des entiers inferieurs a n, et premiers a n, qui verificront 

A = i (mod. 4)) 


A = — 1 (mod. 4 )* 

On pent en conclure que, dans le groupe 

A, A', A", ..., 

les nombres entiers inferieurs a ^ seront deux a deux de la forme 

A, - - A. 

2 

Done, dans I hypothese admise, i sera pair, et, comme I’equation 

N = 2(v— i)(v'—i). .. 

entrainera la suivante 

*+./’ = 7 = (i^' — i)- • 

on pent affirmer encore: i“ que i H-y sera pair et memo divisible par 4; 
2° quey sera pair avec i et i -i-y; 3° que la somme 


ou les deux conditions 



ou les deux conditions 
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sera paire elle-meme, et qu’on pourra en dire autant de la difference 



Supposons enfin qu’on pronne pour n un norabre divisible par 8. 
Ce nombre devra etre de la forme 

Sv'/v". 

V, v',. . etant des facteurs impairs inegaux; et les entiers 

/i, A', A", ... 

seront ; i" si ~ estde la forme -t- i, ceux qui vcrificront les deux 
conditions 

m, A = i ou 3 (inod.i), 

oil les deux conditions 

= —I, A = .5 ou 7 ’ (mod.8); 

2° si^est de la forme 4x4-3, ceux qui verifieront les deux condi¬ 
tions 

= 1, A = i 00 7 (mod. 8). 

ou les deux conditions 

A = 3 ou 3 (mod.8). 

On en conclut encore que, dans le groupe 

A, A', A^ ..., 

les nombres inferieurs a ^ seront, deux a deux, de la forme 

A, - — A. 

2 
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Done i sera pair, et, comme on aura 

n = 4(v-0(v'-0--m 

^=2(v —I) (v'—i)..., 

la somme i-hj sera non seulement paire, mais divisible par 4 - Done, 
par suite, 

y et Ui 
2 2 

seront pairs, et Ton pourra en dire autant de la differenec 



Ainsi, en resume, I’exposant p. sera, dans I’equation ( 4 ), ( 5 ) ou (6), 
un nombre impair ou un nombre pair, suivant que le module /i>4 
sera un nombre premier ou un nombre eompose. D’ailleurs, dans 
le dernier cas, on pent, ii I’aidc d’une methode souvent employee par 
les geonietres, reduire, comme on va le voir, la valeur numerique de 
I’exposant p. 

Prenons d’abord pour n un nombre compose de la forme 8x4-7. 
Alors I’equation ( 4 ) pourra etre remplacee par la formulc( 5 ), dans 
laquelle p sera un nombre pair ; et, comme par suite sera un carre 
impair, e’est-a-dire de la forme 8x-4-1, sc- devra etre un carre de la 
memo forme, et_y- un carre pair. Ce.la pose, les deux facteurs 

ii ii 

./)*- X, p- + X, 

I 

dont la somme sera 2jo', et le produit p^ — x- = ny-, auront evidem- 
ment pour plus grand commun diviseur le nombre 2; et, pour satis- 
faire ii I’equation ( 5 ), on devra supposer 

ii ii 

■— X — 2au^, /)-4-a; = a S 

par consequent 

ii 

( 7 ) = aiP-\-§(>-■, 





NOTE XIV. 


44-3 


a, S, u, designant des nombres cntiers qui verifieront les conditions 

{ 8 ) ao—.n, 

(9) ■iUV=Y. 

11 y a plus: comme le produit tx.& = n sera diviseur de/> — i, on aura 

et par suite la formule (7) entrainera les conditions 

[i]=„ [1]=., 

auxquelles les facteurs a, S devront encore satisfaire. Enfin, comme 
on I’a dit dans la Note IX, la loi de reciprocite comprise dans la for¬ 
mule 



est applicable au cas oil Ton represente par a, non pas seulement 
deux nombres premiers superieurs a 2, mais encore deux nombres 
impairs quelconques ; ct, comme, n etantde la forme 4 x-}- 3 , I’un des 
facteurs a, S devra etre dc la forme 4x -+-1, il est clair que, dans I’hy- 
pothese admisc, la premieredes conditions (10) entrainera la seconde, 
et reciproquement. Done : lorsquenseraun nomhre composdde La forme 
8x-t-7, I'equation ( 5 ) entrainera la formule (7), dans laquelle a, 6 
devront verifier les conditions 



Supposons, pour fixer les idees, n= i 5 = 3 . 5 . On trouvera pour h 
h ',... les nombres 

I, 2, 8, 

dont trois sont inferieurs et un seul superieur a 7 On aura done 
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entrainera la formule 

pz=ccu^+ 

a, S etant des entiers assujettis a veidfier les doux conditions 


«6 = i5, 



Or, de ces deux conditions, la premiere sera veritiee si I’onprend pour 
a, 6 les nombres i et i 5 ou 3 et 5 . Mais coinme on a 



la seconde condition nous oblige a rejeter les nombres 3 et 5 , en pre- 
nant pour a, S les nombres i et i 5 . Done, jo etant un nombre premier 
de la forme i 5 x+ i, ou; ce qui revient au meme, de la forme 3 ox-|- i, 
la consideration des facteurs primitifs de p fournira la solution, en 
nombres entiers, de I’^uation 

= w*-h 15 p’”. 


.Supposons, par exemple, p~ 3 i. On trouvera d’abord (voir la Note 
precedente) x = — i, 

= + 15 . 8 ’; 

puis on en conclura 

( 3 i + i) ( 3 i — i) = 4 * i 5 u-p', 
le produit we devant verifier la condition 

et, comme des deux nombres 

3 r — j: = 3 h-i= 32 , 3 i-(-a: = 3 i — r 3 o, 

e’est le second qui se trouve divisible par i 5 , on aura, dans le cas pre¬ 
sent, 

« = r, 6 r=: I 5 , 

— 3 l — 1 2 . l 5 
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On verifiera efiectivement los deux dernieres equations, en prenant 

et, par consequent, il suffira d’attribuer a u, p les valeurs numeriques 
4 et I pour resoudre, en nombres entiers, Tequation 

3 1 = «- -t- i5 p’. ' 


Prenons maintenant pour re un nombre compose de la forme gx-t-d. 
Alors bn pourra verifier en nombres entiers Tequation (4). De plus, 
les deux facteurs 


!!: 

2 — a?, -h a:. 


if 

dont la somme sera [\p^ et le produit l\p'^~x-=zny'*, resteront pre¬ 
miers entre eux, si y- sont des carres impairs. Done alors ppur 
satisfaire a I’equation (4), on devra supposer 


et par suite 
() 3 ) 


it 

— X = XU^, 2J0’-h •* — 
if: 

4/j® z= acu^ H- S('S 


a, 6, u, p etant des nombres entiers qui verifient les fofmules 

aS — n, ut’=zv, 

avee les conditions (lo). Si, dans le cas quo nous considerons, cc\ yj 
etaient des carres pairs, on pourrait, comme dans le cas precedent, 
reduire I’equation ( 4 ) a I’equation ( 5 ), et I’on arriverait k la for- 
miile (7), qui peut etre censee comprise dans la forinulc (i3), de 
laquelle on la deduit, on rcmplagant u par 2«et p par 2p. On pent done 
enoncer la proposition suivantc : 

Lorsque n esl un nombre compose de la forme 8x -3- 3 , {equation ( 4 ) 
entraine la formule (i 3 ), dans laquelle a, S doivent verifier les condi¬ 
tions (12). . il l,,. I; ,;J , ' ,, 


Prenons maintenant pour re un nombre -composb, divisible paif 4 ) 
mais non par 8. Alors, on pourra satisfaire enjiiombres entiers kl’equa- 
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tion (6), si ^ est de la forme 4x + i; et, par des raisonnements sem- 

blables a ceux dont nous venons de faire usage, on prouvera que (’equa¬ 
tion (6) entraine Tune des deux formules 

(14) p^ — <xu^+Bv^, 

I 

(15) 2p^- = (xu^+S(’^, 

a, S designantdes nombres impairs assujettis a verifier la condition 

(.6) «S = |, 

et u, V des quantites entieres qiii verifieront I’une des conditions 

D’ailleurs, le produit 

Mant de la forme 4x -i- i, 

seront tous deux de cette forme, ou tous deux de la forme 4x -H- 3 ; et, 
comme I’equation (i4) entrainera les formules (lo), en vertu ,des- 
quelles la formula (ii) donnera 

g —1 ^ —.1 

(17) (-.) ^ ^ =1, 

il est clair que, dans I’equation (i4), a, S ne pourront etre tous deux 
de la forme 4 x-f- 3 . lls y serontdonc I’un et I’autre de laforme 4x-)- i. 
Quant aux valeurs de a, 6 , renfermees dans I’equation (i 5 ), ellcs 
devront verifier les formules 

<■«> K = [i} 

desquelles on tirera, en les combinant avec les formules (lo) et (i6), 

] a^i 6-1 
= (-l) » = ; 





£ ^ 


«, S 


(•9) 
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ct, comme li^, v- devront etre impairs dans I’equation (i5), cette equa¬ 
tion donnera encore 


(20) 2 = a-i-S (mod. 8). 

Or, en vertu des fornaules (19), (20), les entiers 

a, S 

devront etre tons deux de la forme 8x -h 1, ou tous deux de la forme 
8 X-I- 5 , si ^ est de la forme 8x+ i; et I’un de la forme 8x -t- 3, I’autre 
de la forme 8x -1- 7, si ^ est de la forme 8x 5 . On peut done enoncer 
la proposition suivante: 

Lorsque n est un nombre compose divisible par 4 non par 8, I’Equa¬ 
tion (6) entraine ou les equations (i/|) et (16), ou les equations (i 5 ) 
et (16) •, OL, S etant deux nomhres impairs qui devront Etre tous deux de 

la forme 8x4-1, ou tous deux de la forme 8 x 4- 5 , ^ efi! de la forme. 

8 x 4 - 1 , et I’uti de la forme 8 x 4 - 3 , I’autre de la forme q, si j est 

de la forme 8 x 4 - 5 . Ajoutons que a, 6 devront encore satisfaire, si I’Equa¬ 
tion (i4) se virifie, d I’une des equations (10), et, si I’equation (i5) se 
verifie, a I’une des equations (18). 

En appliquant, au cas ou n est divisible par 8, des raisonnements 
semblables a ceux dont nous venons de faire usage, on obtiendra la 
.proposition suivante ; 

Lorsque n est un nombre compose, divisible par 8, VEquation (6) en¬ 
traine la formule 

(21) 4-2 6 (j*, 

a, 6 Etant deux nombres impairs assujettis a vErifier la condition 



( 22 ) 
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avec les deux suivantes 


M='v 

desquelles on tire, eu igard d la formule (i i), 

g —1 6-1 p -1 1 g —1 g-4- 

■=[i]=(-„- ■ 

et, par consiquent, 


ou, ce qui revient au mime, 

(24) (a — i)(a — 26 + 3 )=o (mod.i6). 

fin vertu des diverses propositions que nous venons d’etablir, I’ex- 
posant [A de la puissance de p renfermee dans I’equation ( 4 ), ( 5 ) 
ou(6), pent etre reduit, lorsque n est un nombre compose, a I’expo- 

sant Ce dernier exposant, s’il est pair, pourra souvent lui-meme etre 

reduit a^; et cette nouvelle reduction seraparticulierementapplicable 

aux formules (7), (i 3 ), (i 4 )» (21), si dans ces formules, a se reduit 
a I’unite. 

Pour verifier cette dernifere observation sur un exemple, supposons 

/i = 68 = 4->7> 

Alors, panni les entiers inferieurs a 17, et premiers a 68, ceux qui 
feront partie du premier groupe, savoir 

1,3, 

seront au nombre de 6, et ceux qui feront partie du second groupe, 
savoir 

5 , i 5 , 

seront au nombre de deux. On aura done par suite 

i= 6 , ^ = 2, • = —2-4, 
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etl’on pourra, en supposant que/?, divise par 68, donne I’unite pour 
reste, resoudre on nombres entiers I’equation 

Or, celle-ci entrainera rune des formules 


dont la premiere a son tour entrainera I’line des suivantes 

P = l'] f 2/; rr. -f-ly ^2^ 


$, t designant encore des nombres entiers. EfTectivement on sait que 
tout nombre premier de la forme 68x 1 pent etre repr6sente par I’une 

des formules 


2/- 


2yz 


18^ 


” 9 -^ 


- (y ■+• 

2 


POST-SCRIPTUM. 

La note placee au bas de la page 179, el relative h la loi cle reciprocity qui 
existe entre deux nombres premiers, se rydiiit k cette observation tr^s simple, 
que la dymonstration empruntee par M. Legendre k M. Jacobi ue parait pas 
avoir eta publi^e par I'un ou I’autrecie ces deaxg^orndtres avantiSBo. Je suis 
loin de vouloir en conclure que cette dymonstration n’ait pu ytre dycouverte 
par M. Jacobi k une ypoque antyrieure. Dans le Memoire de 1827, intituiy : 
De residuis cuhicis commentatio numerosa^ M. Jacobi, avant d’ynoncer les 
tbyoremes relatifs k la rysolution desyqualionsinciyterminyes l^p^zzx’^ 277^ 
jo = 77®, ciit expressyment : In fontem uberrimum indiciy e quo inter 

alia et demanare sequentia theorematavidi. La source fyconde dont M, Jacobi 
parle dans ce passage est, comme lui-myme me Ta dydary depuis dans 
le Bulletin des Sciences de M. de Ferussac, le Mymoire de septembre 1829), 
la considyration des propriyies dont jouissent les racines de ryquation auxi- 
liaire, qui sert k la resolution d’une yquation binome, c’est-k-dire, end'autres 
termes, les fonctions ci-dessus dysignyes 0/,, 0^:, .... Quelques-unes de ces 
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proprieiies ooudaitM. Gauss aux importauis resuUals que eon- 

liennenL les clernieres pages de ses Disquisitiones arithmeticce^ et h. son 
theoreme sur la resolution de Tequation Ainsi, lesrecberchesde 

M. Jacobi sur les formes quadratiques des nombres premiers, et Ton doit en 
dire autant des miennes, peuvenl elre considerdes comme offrant de non- 
veaux developpements de la belle theorie expos^e par M. Gauss. J’ajoulerai 
que, les proprietes des fonclions de la forme 0^ ,6ta.nt suppos6es connues, il 
devient iv^s> facile d’oblenir la demonstration ci-dessus rappelee. II est done 
tout naturel qu'^ une ^poque renfermi^e entre 1827 et i83o, M. Jacobi ait 
irouve cette demonstration et I'ait communiqu^e verbalement ou par 6crii k 
M. Legendre. Mais quelle est la dale precise de cette communication? C’est 
un point sur Jequel je n'ai aucun renseignement, et je m'en rapporterai au 
t^moignage de rUlustre g^omelre de Koenigsberg. 
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